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Introduction ge´ne´rale
Cette the`se de doctorat s’inscrit au sein de l’action strate´gique DIP (Depth Imaging Part-
nership) 1 qui est un partenariat entre Inria et Total (http://dip.inria.fr) de´die´ a` la re-
cherche long-terme sur le the`me de l’imagerie sismique. L’imagerie de la Terre par e´quations
d’ondes est un domaine applicatif qui met en jeu des compe´tences varie´es visant a` la concep-
tion de logiciels performants capables de de´livrer des images de qualite´ des zones explore´es.
L’exploration pe´trolie`re a commence´ il y a bien longtemps et il n’est pas e´tonnant qu’aujour-
d’hui les domaines restant a` explorer soient fortement he´te´roge`nes, souvent difficiles d’acce`s.
La conception de logiciels performants est donc un outil cle´ pour l’exploration pe´trolie`re,
non seulement pour l’aide a` la de´tection mais aussi pour alerter sur de possibles erreurs
d’appre´ciation des quantite´s d’hydrocarbures pre´sents dans la zone cible´e. La taˆche des lo-
giciels est aujourd’hui particulie`rement difficile car les phe´nome`nes de propagation d’ondes
sont d’autant plus complexes que les couches ge´ologiques sont fortement contraste´es. L’ob-
jectif de DIP, et donc en particulier de cette the`se, est d’ame´liorer les techniques d’imagerie
sismique utilise´es pour la prospection pe´trolie`re en favorisant les collaborations entre e´quipes
de recherche aux compe´tences comple´mentaires.
La recherche de nouvelles ressources d’hydrocarbures est un processus long et complexe.
Une e´tude typique s’e´tale sur plusieurs mois et ne´cessite l’intervention de diffe´rentes e´quipes
scientifiques : ge´ologues, ge´ophysiciens et ge´onume´riciens. L’e´tape la plus critique est celle qui
fournit une cartographie aussi pre´cise que possible du sous-sol. Elle se base ge´ne´ralement sur
la me´thode dite de “sismique par re´flexion” qui e´tudie la propagation des ondes sismiques
dans le sol et leurs re´flexions aux interfaces des diffe´rentes couches ge´ologiques.
Une fois qu’un terrain a e´te´ cible´ et que des e´tudes pre´liminaires ont e´te´ effectue´es, la
prospection sismique commence par l’e´tape d’acquisition de donne´es. Un ensemble de sources
explosives provoque successivement la propagation d’ondes dans le sol et un quadrillage de
re´cepteurs mesure, en surface, les ondes directes et re´fle´chies. Ce processus est illustre´ sur la
Fig. 1.
Plusieurs techniques nume´riques permettent d’obtenir une cartographie du sous-sol en
fonction du degre´ de pre´cision souhaite´. Elles se diffe´rencient principalement par les couˆts
de calculs ge´ne´re´s, traduisant un re´el besoin en ressource informatique pour s’exe´cuter en un
temps raisonnable. La Fig. 2 repre´sente la corre´lation entre ces techniques d’imagerie sismique
1. DIP est une action qui a e´te´ cre´e´e en 2008 a` partir de la collaboration entre l’e´quipe Inria Magique-3D
(Pau) dirige´e par He´le`ne BARUCQ et Henri CALANDRA de Total EP (Pau/Houston). Deux autres e´quipes
Inria : Hiepacs (Bordeaux) dirige´e par Luc GIRAUD et Nachos (Nice) dirige´e par Ste´phane LANTERI ont
depuis rejoint le partenariat.
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Figure 1 – Acquisition des donne´es sismiques, terrestre et maritime, source Internet
et l’e´volution des machines de calcul paralle`le intensif – ou calcul massivement paralle`le.
L’imagerie sismique est donc un domaine de pre´dilection pour ce que l’on appelle HPC (High-
Performance Computing). La puissance des machines, exprime´e en Flop/s (FLoating-point
Operations Per Second), est repre´sente´e sur les courbes, la plus puissante a` gauche et celle
de Total a` droite. L’abscisse s’e´tale de l’ave`nement de l’informatique a` grande e´chelle a` la
fin des anne´es 1980, jusqu’au prochain palier que la communaute´ espe`re atteindre en 2020 :
l’exaFlop/s (1018 Flop/s).
A` gauche sont liste´es les principales me´thodes d’exploration sismique utilise´es par l’indus-
trie pe´trolie`re. Chacune d’elles s’e´tale sur une e´chelle de temps et de puissance, repre´sente´e
par un rectangle colore´ et fait face, a` droite, a` une e´chelle de complexite´ des milieux que l’on
peut simuler. La corre´lation est, nous semble-t-il, e´vidente entre la pre´cision recherche´e et le
couˆt de calculs. Il en ressort une classification selon des crite`res de capacite´ et besoins.
Nous nous situons aujourd’hui dans le rectangle des techniques “Full Wave Equation”
dont la plus utilise´e est la RTM (Reverse Time Migration). Cependant, des techniques plus
anciennes comme la migration profondeur de Kirchhoff ou l’approximation de Gauss par
exemple, peuvent encore eˆtre utilise´es dans certains cas simplifie´s. Quant a` l’avenir, c’est
vraisemblablement la technique FWI (Full Waveform Inversion), reposant sur la re´solution
du proble`me inverse, qui devrait e´merger. Celle-ci est plus couˆteuse mais permet d’eˆtre encore
plus pre´cis. En effet, la RTM fournit des informations sur la cine´tique du milieu tandis que
re´soudre le proble`me inverse permet d’obtenir des informations sur la dynamique du milieu,
donnant ainsi des informations directes sur ses constituants.
La RTM, commune´ment attribue´e a` [BKS83, McM83, Whi83], est une des me´thodes de
migration par extrapolation de l’e´quation des ondes. Sa spe´cificite´ est de conside´rer l’e´quation
des ondes comple`te, appele´e en anglais “full wave equation”. Cela lui permet d’eˆtre assez
pre´cise, meˆme lorsque le sous-sol pre´sente des he´te´roge´ne´ite´s ge´ologiques, mais cela la rend
aussi tre`s couˆteuse en temps et donc en ressource informatique. Les me´thodes de migration
se basent sur un mode`le de vitesse, c’est-a`-dire sur une description des diffe´rentes couches du
sous-sol discrimine´es uniquement par la vitesse de propagation des ondes les parcourant.
La RTM est initialise´e en utilisant un mode`le de vitesse approximatif puis deux simula-
tions nume´riques de propagation des ondes sont effectue´es par source. La premie`re reproduit
l’expe´rience de l’acquisition, avec une source nume´rique imitant le type d’explosion faite sur
le terrain. La seconde re´alise la propagation d’ondes inverse dans laquelle les donne´es sis-
miques mesure´es sur le terrain servent de source nume´rique. Appele´e re´tro-propagation, cette
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Figure 2 – Corre´lation des techniques nume´riques d’exploration sismique et de la complexite´
des milieux conside´re´s avec les e´volutions de la puissance HPC, image reproduite a` partir
d’un graphique de Calandra, Morton et Etgen en 2011 (re´fe´rence´ plus tard dans [Wen14])
simulation est justifie´e par la re´versibilite´ en temps de l’e´quation des ondes.
Nous nous servons ensuite du principe d’imagerie, e´nonce´ par Claerbout en 1971 dans [Cla71]
et re´sume´e par la phrase : “reflectors exist at points in the ground where the first arrival of the
downgoing wave is time coincident with an upgoing wave”. Ainsi, en chaque point du milieu
ou` il y a corre´lation entre le champ propage´ et le champ re´tro-propage´, nous pouvons en
de´duire la pre´sence d’un re´flecteur. L’ensemble de ces re´flecteurs trace une carte du sous-sol
indiquant les diffe´rentes interfaces ge´ologiques.
La RTM consiste donc a` projeter dans le domaine spatial des donne´es temporelles enre-
gistre´es par les re´cepteurs. La Fig. 3 est un exemple de re´sultat RTM sur le cas synthe´tique
Marmousi 2D, dont le mode`le de vitesse est acoustique.
Une fois adopte´ le principe selon lequel appliquer la RTM signifie re´soudre des e´quations
d’ondes comple`tes, nous pouvons diffe´rencier les techniques de RTM par la me´thode nume´rique
utilise´e pour re´soudre l’e´quation des ondes. Cependant quelle qu’elle soit, cette technique
transforme l’e´quation physique en un syste`me matriciel du type Ax = b, ou` A est une
matrice inversible, x est le vecteur des inconnues a` de´terminer et b est un vecteur fixe´ par les
donne´es du proble`me.
Le plus souvent, les industriels pe´troliers utilisent dans leur “code en version production”,
la me´thode des diffe´rences finies. Cette discre´tisation est structure´e, elle permet un parcours
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Figure 3 – Exemple de RTM acoustique 2D sur Marmousi, mode`le de vitesse (gauche),
cartographie des re´flecteurs (droite) – images issues de [YGW14]
ordonne´ et pre´de´fini des donne´es et donc un gain de temps certain lors des calculs. Cepen-
dant, la matrice A est dans ce cas multi-diagonale, ce qui complique son inversion notamment
lorsque l’ordre de discre´tisation est tre`s e´leve´ ou lorsque la taille du proble`me est tre`s grande.
Or, c’est un cas de figure de plus en plus fre´quent car les gisements de pe´trole sont dans
des zones tre`s complexes comme par exemple en eau profonde avec marges abruptes. Cet in-
conve´nient est la particularite´ des me´thodes a` stencil proportionnel a` l’ordre de discre´tisation,
augmentant le nombre de diagonales de la matrice et ne´cessitant plus de communications de
donne´es pour le calcul paralle`le.
Dans le contexte du partenariat DIP, la compagnie pe´trolie`re Total a choisi de privile´gier
la me´thode de Galerkin discontinue dans un code pour l’instant “en version recherche”. La
discre´tisation par DGM (Discontinuous Galerkin Method) est non-structure´e ce qui facilite
grandement le traitement des he´te´roge´ne´ite´s mais rend aussi le parcours des donne´es plus
ale´atoire. Un autre point a` l’avantage de cette me´thode est qu’elle fournit une matrice A
diagonale par blocs, chacun de taille proportionnelle a` l’ordre de discre´tisation, ce qui permet
de l’inverser tre`s facilement. C’est d’ailleurs dans un contexte de calcul paralle`le que la DGM
prend tout son sens. En effet, elle ne´cessite, certes, un peu plus de donne´es que la me´thode
des diffe´rences finies, mais les calculs deviennent tre`s inde´pendants. Ainsi, les proble`mes de
grandes tailles ne sont plus de´licats a` traiter, sitoˆt que la capacite´ des ressources informatiques
est suffisante. Ce sont des me´thodes a` stencil fixe, seulement les donne´es des voisins directs
(par les faces) sont ne´cessaires, quel que soit l’ordre de discre´tisation.
Par ailleurs, il existe diffe´rents degre´s de pre´cision pour la mode´lisation physique du sous-
sol. La version la plus simplifie´e conside`re des mate´riaux acoustiques isotropes, c’est-a`-dire ne
de´pendant que d’une seule vitesse de propagation. Une version plus re´aliste consiste a` de´crire
les mate´riaux comme e´lastiques isotropes. Dans ce cas, deux vitesses de propagation entrent
en conside´ration : celle des ondes P, dites ondes de compression et celle des ondes S, dites ondes
de cisaillement, de´crites sur la Fig. 4. Enfin, pour aller plus loin, il est possible de prendre en
compte l’anisotropie, de mode´liser la dispersion, d’ajouter des fissures et meˆme de conside´rer
les mate´riaux comme des milieux poreux. Tout cela ajoute bien e´videmment de la complexite´
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a` tous les niveaux de la simulation : mode´lisation, sche´ma nume´rique, imple´mentation, calcul
paralle`le.
Figure 4 – Illustration de la compression et du cisaillement des ondes P et S, source Internet
Le code de “sismique par re´flexion” de Total, base´ sur la RTM, s’appelle DIVA (Depth
Imaging Velocity Analysis). Il traite les proble`mes 2D et 3D, acoustique et e´lastique et se sert
d’outils internes a` Total pour cartographier les re´flecteurs. DIVA est code´ en Fortran et a e´te´
de´veloppe´ pour le paradigme de paralle´lisme par passage de messages, a` travers l’utilisation
de la bibliothe`que MPI (Message Passing Interface). De plus, le code a e´te´ fortement opti-
mise´ pour tirer parti des performances mate´rielles des supercalculateurs de Total, base´ sur la
technologie Intel. Dans sa version production, le code en devient meˆme difficilement lisible.
Au sein du partenariat DIP, nous travaillons exclusivement sur la version recherche de DIVA,
qui est optimise´e HPC e´galement mais qui doit rester facilement accessible aux chercheurs.
Cette the`se a pour objectif de contribuer a` ame´liorer l’imagerie par e´quations d’ondes
e´lastiques dans des milieux anisotropes. Il s’agit d’un sujet de recherche tre`s vaste et nous
avons choisi de cibler deux contributions possibles qui, si elles supposent des compe´tences tre`s
diffe´rentes, ont la meˆme finalite´ : re´duire les couˆts de calcul requis pour simuler la propagation
d’ondes e´lastiques en milieu anisotrope. Les deux parties peuvent eˆtre lues inde´pendamment.
Dans une premie`re partie, la simulation est rendue plus re´aliste en mode´lisant le sous-sol
comme un mate´riau he´te´roge`ne e´lastique anisotrope. L’anisotropie est de type TTI (Tilted
Transverse Isotropic), commune´ment utilise´e en ge´ophysique. Le mode`le physique n’est donc
pas nouveau mais sa mise en œuvre introduit la proble´matique des conditions aux limites a`
appliquer au syste`me. Les solutions existantes pour les mate´riaux isotropes ne sont pas direc-
tement transposables, notamment les PML (Perfectly Matched Layer), sur lesquelles il a e´te´
de´montre´ qu’elles ge´ne`rent des instabilite´s nume´riques dans ce cas. De plus, le contexte HPC
ajoute des contraintes supple´mentaires car il faut veiller a` ne pas de´truire les performances
des calculs en utilisant des conditions aux limites dont l’efficacite´ ne serait garantie qu’avec un
nombre important de communications. L’utilisation de PML ou de conditions d’ordre e´leve´
peut notamment de´truire conside´rablement les performances des algorithmes paralle`les. Cette
partie de´crit la construction d’une condition aux limites absorbante pour les ondes e´lastiques
TTI 3D et sa validation nume´rique dans le code de Total. Notre objectif est de fournir a` la
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communaute´ ge´ophysique une condition aux limites stable et efficace dans un contexte HPC.
C’est pourquoi nous nous focalisons sur une condition d’ordre peu e´leve´.
Dans une deuxie`me partie, le paradigme de paralle´lisme du code de propagation d’ondes
e´lastiques est optimise´ pour la portabilite´. L’e´volution des architectures mate´rielles ame`ne
une he´te´roge´ne´ite´ des ressources informatiques et donc une complexite´ croissante pour les
de´veloppeurs souhaitant atteindre les performances optimales des machines HPC. Le para-
digme de paralle´lisme par taˆches est une solution qui a fait ses preuves dans les librairies
d’alge`bre line´aire notamment. Les codes paralle`les par taˆches sont plus flexibles, portables et
sont ge´ne´ralement ordonnance´s par un support d’exe´cution, en anglais runtime. Cependant,
le portage d’un code industriel, avec ses contraintes propres, n’avait pas encore e´te´ re´alise´ jus-
qu’a` pre´sent. Cette partie 2 de´crit la re´e´criture de l’algorithme du code de Total en taˆches et
e´tudie le comportement sur diffe´rentes architectures machines. Notre objectif est de montrer
la faisabilite´ d’un portage vers une programmation a` base de taˆches pour un code industriel.
Les ame´liorations propose´es, bien que totalement inde´pendantes, se re´ve`lent au final
tre`s comple´mentaires. En effet, l’introduction de l’anisotropie pour rendre la simulation plus
re´aliste augmente le nombre des calculs de fac¸on non-uniforme, ce qui de´te´riore un peu plus
leur re´partition sur les ressources informatique. L’utilisation de la programmation a` base de
taˆches, au-dela` d’offrir de la flexibilite´ et de la portabilite´, permet de corriger en partie ce
de´se´quilibre et donc de re´duire le temps ne´cessaire a` la simulation.
Les expe´riences nume´riques ont e´te´ re´alise´es sur plusieurs calculateurs, la machine expe´ri-
mentale co-de´veloppe´e par Inria PlaFRIM (Plateforme Fe´de´rative pour la Recherche en Infor-
matique et Mathe´matiques - https://plafrim.bordeaux.inria.fr), la machine de calculs
de l’universite´ de Bordeaux MCIA (Me´socentre de Calcul Intensif Aquitain - www.mcia.
univ-bordeaux.fr) et pour des besoins spe´cifiques, le supercalculateur de Total Pangea
(www.top500.org/system/178071).
2. Cette deuxie`me partie a e´te´ re´alise´e dans le cadre d’une collaboration internationale avec George BO-
SILCA de l’ICL (Innovative Computing Laboratory), Knoxville-Tennessee USA, sous la coordination d’Emma-
nuel AGULLO de l’Inria, e´quipe Hiepacs, graˆce a` l’action strate´gique DIP.
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Premie`re partie
Conditions aux limites pour les
ondes e´lastiques anisotropes
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Introduction a` la partie I
La propagation des ondes e´lastiques est un phe´nome`ne physique de´crit par des e´quations
line´aires. Les sources explosives utilise´es en “sismique par re´flexion” sont calibre´es pour l’e´tude
d’une petite partie de la crouˆte terrestre, de l’ordre d’une dizaine de kilome`tres de profondeur
sur quelques kilome`tres carre´s de surface. Les longueurs d’ondes sont donc tre`s petites, de
l’ordre de plusieurs dizaines de me`tres 3. Pourtant, les ondes se propagent au-dela` de ce
domaine physique, mais avec des intensite´s affaiblies par dissipation. Cela n’affecte donc que
marginalement les mesures en surface.
Nume´riquement, le domaine discret est un maillage de points en trois dimensions, relie´s en
cellules. La longueur d’onde du proble`me physique de´finit directement la taille maximale de ces
cellules, conditionnant la densite´ du maillage. En effet, pour pouvoir simuler nume´riquement
une onde, il est d’usage d’avoir au moins une dizaine de points par longueur d’onde. Le rap-
port entre les dimensions du domaine physique et la longueur d’onde des sources explosives se
traduit donc par un maillage tre`s dense. Aussi, le domaine discret est re´duit a` son minimum,
de´crivant un pave´ droit dont les dimensions sont celles du domaine d’e´tude physique.
La frontie`re externe du domaine discret n’existe pas dans le domaine physique qui est
un milieu ouvert. Pour les simulations, les e´quations de de´part doivent eˆtre couple´es a` des
conditions aux limites agissant sur cette frontie`re artificielle. Le proble`me mixte obtenu doit
eˆtre bien pose´, c’est-a`-dire admettre une solution unique de´pendant des donne´es 4. Cette
solution doit eˆtre aussi proche que possible de la restriction de la solution du proble`me initial.
Une condition aux limites est appele´e “transparente” lorsque la solution du proble`me
mixte correspondant est exactement la restriction de la solution du proble`me initial dans
le domaine de calcul. Cette condition fait ge´ne´ralement intervenir des ope´rateurs pseudo-
diffe´rentiels non-locaux, en espace et en temps. Nume´riquement, cela signifie que la condition
agissant sur la frontie`re de´pend d’autres points a` l’inte´rieur du maillage, au pas de temps
courant, mais aussi a` tous les pas de temps pre´ce´dents. Outre des difficulte´s de mise en œuvre
souvent cause´es par une caracte´risation abstraite des ope´rateurs a` partir de leur symbole, une
condition aux limites transparente ge´ne`re donc des couˆts de calcul souvent re´dhibitoires.
En pratique, la condition aux limites transparente est remplace´e par une approximation
que l’on appelle alors Condition aux Limites Absorbante ou CLA ou ABC (Absorbing Boun-
dary Condition) en anglais. La CLA est souvent associe´e a` son ordre qui correspond a` l’ordre
d’approximation applique´ a` la condition transparente. Sans surprise, quand elle est stable,
une CLA d’ordre e´leve´ ge´ne`re moins de re´flexions qu’une CLA d’ordre faible.
3. Les ondes e´mises par les sources explosives ont une vitesse V de quelques milliers de me`tres par seconde
et une fre´quence f de quelques dizaines de Hertz, ce qui fixe l’ordre de grandeur de leur longueur d’onde l =
V
f
.
4. Selon la de´finition commune de Hadamard pour les syste`mes d’e´quations aux de´rive´es partielles.
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Une bibliographie exhaustive des CLA serait trop longue a` de´velopper ici notamment parce
que le sujet est traite´ depuis de nombreuses anne´es et la litte´rature sur le sujet est vaste. Citons
tout de meˆme quelques auteurs qui nous semblent importants pour nos travaux. Les articles
de re´fe´rences sont, a` notre avis, ceux d’Engquist et Majda [EM77, EM79] datant de la fin des
anne´es 1970, ou` est propose´e une technique de construction de CLA d’ordre e´leve´ pour les
ondes acoustiques. Ils ont e´te´ suivi par les travaux de Reynolds [Rey78] et Halpern [Hal80]
qui proposent des CLA d’ordre 1 pour les ondes e´lastiques. Ce proble`me est plus difficile a`
conside´rer car il s’agit d’un proble`me vectoriel dans lequel deux types d’ondes interagissent.
S’ensuivent beaucoup de travaux apportant ame´liorations et extensions a` d’autre syste`mes,
notamment ceux d’Higdon [Hig91] sur des conditions d’ordre e´leve´ pour les ondes e´lastiques
et ceux de Collino [Col93] pour les ondes acoustiques. Puis, au de´but des anne´es 2000, les
travaux de Tsokga [Tso99], Hagstrom [Hag03] et Givoli [Giv03] ont permis d’ame´liorer les
simulations nume´riques dans des milieux isotropes.
Toutes ces re´fe´rences concernent des milieux de propagation isotropes. L’objectif de cette
partie I est de rendre la simulation plus re´aliste en mode´lisant le sous-sol comme un mate´riau
he´te´roge`ne e´lastique anisotrope. A` notre connaissance, aucune CLA n’a jamais e´te´ formule´e
pour re´pondre a` ce proble`me.
Une autre voie que celle des CLA consiste a` e´tendre le domaine discret en y ajoutant une
couche dans laquelle les ondes seraient atte´nue´es. C’est le principe des couches absorbantes qui
est souvent privile´gie´ dans le milieu industriel. Une imple´mentation simple, que l’on appelle
taper, peut facilement eˆtre utilise´e mais ge´ne`re des re´flexions parasites a` l’interface entre le
domaine d’e´tude discret et la couche absorbante. Au de´but des anne´es 1990, Be´renger aborde
ce proble`me pour les ondes e´lectromagne´tiques dans [Ber94, Ber96] et propose un moyen de ne
ge´ne´rer aucune re´flexion a` l’interface. C’est l’ave`nement des couches parfaitement adapte´es,
en anglais PML (Perfectly Matched Layers), qui re´volutionnent la simulation nume´rique de
la propagation des ondes.
Cependant, l’addition d’une couche a` un maillage ne se fait pas sans contrepartie, surtout
en trois dimensions. Cela entraˆıne un surcouˆt e´vident en terme de calculs, mais aussi de
stockage, ce qui devient tre`s proble´matique pour des donne´es de grande taille. De plus, une
imple´mentation en paralle`le ne´cessite des communications spe´cifiques additionnelles. Sur ce
point pre´cis du paralle´lisme, l’utilisation de CLA n’est pas non plus sans contraintes si les
conditions sont d’ordre e´leve´. Toutefois, lorsque des conditions d’ordre peu e´leve´ suffisent, les
communications utiles aux CLA se limitent aux nœuds de la frontie`re artificielle, ce qui les
rend tre`s compe´titives par rapport aux couches absorbantes.
Au-dela` de ces conside´rations pratiques, les PML souffrent d’un proble`me de stabilite´ dans
certains milieux anisotropes (voir [BFJ03]), se traduisant comme une croissance exponentielle
de la solution nume´rique en temps long. En particulier les PML sont instables pour la plupart
des milieux TTI (Tilted Transverse Isotropy). Ce type de milieu est a` conside´rer pour des
applications concre`tes car il inclut l’anisotropie des couches du sous-sol.
L’objectif de cette premie`re partie consiste donc a` construire une CLA pour les ondes
e´lastiques dans un milieu anisotrope. Pour cela, nous nous imposons deux contraintes. Pre-
mie`rement, la CLA doit eˆtre compatible avec le contexte RTM dans lequel la simulation
intervient, c’est-a`-dire assurer une stabilite´ nume´rique en temps longs. Deuxie`mement, la
CLA doit facilement s’inte´grer dans le code paralle`le DIVA, base´ sur la me´thode de Galerkin
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Discontinue DGM.
Comme nous l’avons de´ja` dit, les CLA d’ordre e´leve´ pour les ondes e´lastiques, meˆme
isotropes, sont difficiles a` formuler et a` imple´menter, surtout dans un contexte de calcul pa-
ralle`le intensif - HPC. Les CLA d’ordre faible ne souffrent pas de cet inconve´nient mais, bien
e´videmment, c’est au prix des re´flexions parasites ge´ne´re´es par la frontie`re artificielle dans le
domaine d’e´tude. Cependant, il ne faut pas oublier que notre objectif est de de´velopper un
propagateur optimise´ de´die´ a` la RTM qui comporte une e´tape de sommation capable de filtrer
les valeurs incohe´rentes. L’impact des re´flexions est donc minimise´, ce qui donne un inte´reˆt
certain pour des CLA d’ordre peu e´leve´.
Nous allons donc consacrer cette partie du mansucrit a` la construction d’une CLA 2D et
3D pour un milieu anisotrope TTI. Cette CLA sera d’ordre peu e´leve´ et stable en temps long.
Cette e´tude se divise en cinq chapitres.
Le chapitre 1 introduit le syste`me de l’e´lastodynamique pour les milieux anisotropes. La
section 1.2 de´finit l’anisotropie de type TTI et la section 1.3 de´taille la discre´tisation par
la me´thode de Galerkin Discontinue DGM. Le chapitre 2 revient sur la construction d’une
CLA d’ordre faible pour des milieux anisotropes simplifie´s de type VTI (Vertical Transverse
Isotropy). La me´thodologie classique, base´e sur celle d’Engquist et Majda, est rappele´e a` la
section 2.1 pour les milieux isotropes et applique´e dans des milieux VTI a` la section 2.2.
Le chapitre 3 est consacre´ a` la construction d’une nouvelle CLA d’ordre faible, adapte´e
pour les milieux TTI. La section 3.1 de´crit le processus dans le cas 2D. La stabilite´ de cette
nouvelle CLA est ensuite e´tudie´e section 3.1.4. Nous montrons ensuite qu’on peut e´tendre
notre approche au cas 3D qui fait l’objet de la section 3.3. Des tests nume´riques, de´taille´s en
2D et pre´liminaires en 3D illustrent les bonnes performances des nouvelles CLA.
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Chapitre 1
Mode´lisation des e´quations d’ondes
en milieu transverse isotrope
Ce chapitre introduit le contexte physique et mathe´matique dans lequel nous e´voluerons
dans la suite du manuscrit. Apre`s avoir rappele´ les e´quations ge´ne´rales gouvernant la propa-
gation des ondes e´lastiques, nous de´taillons les caracte´ristiques des milieux e´lastiques aniso-
tropes, notamment transverse isotrope (TTI), ainsi que leur impact sur les e´quations. Nous
de´crivons ensuite la technique de discre´tisation utilise´e, qui combine une me´thode de Galerkin
discontinue (DGM) en espace et un sche´ma Leap-Frog en temps. Ce choix me`ne a` un syste`me
line´aire dont la structure des matrices est pre´cise´e, justifiant au passage son ade´quation avec
le cadre de re´solution paralle`le intensif HPC. Nous terminons ce chapitre par un e´tat de l’art
des me´thodes ge´ophysiques employe´es pour prendre en compte l’anisotropie du sous-sol. Le
plus souvent partielles ou complexes a` mettre en œuvre, aucune d’entre-elles ne propose des
conditions de bord absorbant adapte´es a` la simulation des ondes anisotropes.
1.1 Le syste`me de l’e´lastodynamique
1.1.1 Formulation des e´quations homoge`nes
Nous supposons que le domaine d’e´tude est un carre´ (pave´) droit, note´ Ω, en dimension
deux (trois). La variable d’espace est note´e x ∈ Ω et la variable temporelle est t ∈ [0, T ], ou`
T > 0 de´signe la dure´e de simulation.
Le syste`me de l’e´lastodynamique est forme´ de trois e´quations qui peuvent eˆtre formule´es
en vitesse ou en de´placement. Nous avons fait le choix de travailler avec le syste`me base´ sur
la variable vitesse qui est note´e v. Soient ρ la masse volumique des mate´riaux et σ le tenseur
des contraintes. La premie`re e´quation du syste`me est celle du mouvement qui se de´duit de la
loi de Newton. Sa forme homoge`ne, c’est-a`-dire sans terme source, s’e´crit :
ρ(x)∂tv(x, t) = ∇ · σ(x, t) (1.1)
ou` “∇·” de´signe l’ope´rateur divergence. La deuxie`me e´quation de´crit la de´formation des
mate´riaux. Elle fait donc intervenir le tenseur des de´formations note´ . Sous l’hypothe`se
dite de petites de´formations, ce tenseur s’e´crit :
(v) =
1
2
(∇v + (∇v)T ) (1.2)
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ou` “∇” de´signe l’ope´rateur gradient. Pour finir, la troisie`me e´quation, appele´e loi de Hooke,
tient compte des contraintes des mate´riaux en exprimant les relations du tenseur des con-
traintes C (appele´ aussi tenseur d’e´lasticite´) avec le tenseur des de´formations. Elle s’e´crit en
formulation vitesse :
∂tσ(x, t) = C(x) (v(x, t)) (1.3)
ou` le produit entre le tenseur d’ordre 4 et le tenseur d’ordre 2 est de´fini par ∂tσij =
∑
k,l
Cijklkl.
Le syste`me de l’e´lastodynamique s’obtient alors en injectant les e´quations (1.2) et (1.3)
dans la de´rive´e en temps de (1.1) :
ρ(x)∂2t v(x, t) = ∇ ·
(
C(x) (v(x, t))
)
(1.4)
Il s’agit d’une formulation d’ordre deux car elle fait intervenir des de´rive´es secondes sur la
variable vitesse. Il est aussi possible d’e´crire le syste`me au premier ordre en conside´rant le
tenseur des contraintes comme variable auxiliaire, ne faisant ainsi intervenir que des de´rive´es
premie`res. Les inconnues sont alors le vecteur vitesse v et le tenseur des contraintes σ. Une
formulation en vitesse-contrainte de l’e´lastodynamique s’e´crit ainsi :{
ρ(x)∂tv(x, t) = ∇ · σ(x, t)
∂tσ(x, t) = C(x) (v(x, t))
(1.5)
Dans le projet DIP, la formulation du premier ordre (1.5) a e´te´ privile´gie´e car elle pre´sente
l’avantage de donner un acce`s direct aux quantite´s utiles pour l’imagerie. Toutefois, l’intro-
duction des e´quations d’ordre deux est justifie´e car elles peuvent eˆtre utilise´es pour e´liminer
le tenseur des contraintes qui n’est qu’une variable auxiliaire pour le phe´nome`ne a` de´crire.
1.1.2 Terme source et condition initiale
Les ondes sont excite´es par une source ponctuelle mode´lise´e en ge´ne´ral comme le produit
d’une fonction temporelle et d’une fonction spatiale. La source apparaˆıt physiquement dans
l’e´quation du mouvement (1.1) et se retrouve donc directement dans la formulation du premier
ordre (1.5) sur la premie`re e´quation :{
ρ(x)∂tv(x, t) = ∇ · σ(x, t) + s˜(t)s(x)
∂tσ(x, t) = C(x) (v(x, t))
(1.6)
ou` s˜ est une fonction scalaire temporelle et s est une fonction vectorielle spatiale. Ce syste`me
peut se re´e´crire de fac¸on e´quivalente avec la source dans la deuxie`me e´quation :{
ρ(x)∂tv(x, t) = ∇ · σ(x, t)
∂tσ(x, t) = C(x) (v(x, t)) + s(t)s(x)
(1.7)
ou` s est une fonction scalaire temporelle (pre´cise´ment telle que s = ∂ts˜) et s est une fonction
tensorielle spatiale (pre´cise´ment telle que ∇ · s = s).
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Code DIVA
Le code DIVA se base sur le choix arbitraire (1.7), c’est-a`-dire avec la source sur l’e´quation
du tenseur des contraintes. Dans sa version initiale (i.e. isotrope), la source ne ge´ne`re que des
ondes P. Cela se traduit par une action sur les termes diagonaux du tenseur et la fonction
spatiale s de la source utilise´e s’e´crit alors :
s(x) = δx0(x)
(
1 0
0 1
)
(1.8)
ou` x0 est le point d’impact de la source et δx0 est la distribution de Dirac en ce point.
Cependant, dans des milieux anisotropes, cette source ge´ne`re une onde S de faible intensite´
en plus d’une onde P.
Afin de reproduire nume´riquement chaque explosion effectue´e sur le terrain, la fonction
temporelle s de la source de´crit une impulsion sismique commune´ment repre´sente´e par une
ondelette de Ricker [Ric53] sR, de´rive´e seconde d’une fonction gaussienne, voir Fig. 1.1. Elle
de´pend d’une fre´quence pic fp et son amplitude varie suivant la formule :
sR(t) = (1− 2pi2f2p t2)e−pi
2f2p t
2
(1.9)
Figure 1.1 – Ondelette de Ricker pour une fre´quence pic de 20Hz
Spe´cifications
Dans le cadre de notre travail sur les CLA, il est inte´ressant de ne ge´ne´rer qu’une seule
des ondes, P ou S, pour e´tudier plus facilement les re´flexions parasites. De plus, comme
dans le code DIVA, les ge´ophysiciens utilisent ge´ne´ralement des mode`les pseudo-acoustiques,
c’est-a`-dire se focalisant sur une seule des deux ondes dans un milieu e´lastique. Ce point
sera de´veloppe´ par la suite. Nous allons donc conside´rer trois configurations d’impulsion sis-
mique : une onde P, une onde S et la combinaison d’une onde P et d’une onde S. Ces cas
seront surnomme´s “pseudo-acoustiques” pour les deux premiers et “e´lastique” pour le dernier.
Par ailleurs, la propagation des ondes P et S dans un milieu e´lastique peut se faire a` l’aide
d’une source ponctuelle ou d’une condition initiale. Dans ce dernier cas, le syste`me du premier
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ordre (1.5) s’e´crit : 
ρ(x)∂tv(x, t) = ∇ · σ(x, t)
∂tσ(x, t) = C(x) (v(x, t))
v(0,x)) = v0(x)
σ(0,x)) = σ
0
(x)
(1.10)
et il s’agit alors de de´finir v0 et σ0.
Nous partons du fait suivant. Toute solution de l’e´quation des ondes e´lastiques s’e´crit sous
la forme : −→
U =
−→
φ +
−→
ψ (1.11)
ou`
−→
φ correspond a` une onde P et
−→
ψ correspond a` une onde S (simple en 2D ou double en
3D).
L’e´tude de la matrice associe´e a` l’e´quation de dispersion du syste`me (1.4) admet deux
valeurs propres λp et λs correspondant a` l’onde P et a` l’onde S. Les vecteurs propres associe´s
peuvent s’exprimer a` l’aide d’ope´rateurs en espace Bp et Bs comme suit :
−→
U = Bp(g(x)) +Bs(g(x)) (1.12)
ou` g(x) est une distribution quelconque. Il devient alors possible de ne ge´ne´rer qu’une onde
P ou une onde S en choisissant par exemple comme condition initiale v0 = B?(g) et en fixant
σ
0
= 0. Nous choisissons g(x) = e−pi2||x−x0||2 , une fonction gaussienne, qui est une condition
initiale classique en propagation d’ondes. Les conditions initiales
v0(x) = B?(e
−pi2||x−x0||2) (1.13)
seront de´taille´es pour chaque configuration isotrope et anisotrope.
Si nous souhaitons maintenant utiliser une source ponctuelle comme dans le syste`me (1.7),
il est possible de la construire a` partir de la condition initiale. Commenc¸ons par observer que
le syste`me a` l’ordre deux ne ge´ne´rera qu’une onde P ou une onde S en appliquant a` une source
quelconque f(x, t) l’ope´rateur Bp ou Bs respectivement :
ρ(x)∂2t v(x, t) = ∇ ·
(
C(x) (v(x, t))
)
+B?(f(x, t)) (1.14)
La reformulation a` l’ordre deux du syste`me (1.7) donne :
ρ(x)∂2t v(x, t) = ∇ ·
(
C(x) (v(x, t))
)
+ sR(t)∇ · s(x) (1.15)
En choisissant par exemple f(x, t) = sR(t)δx0(x), il reste a` de´finir s par identification
terme a` terme suivant l’e´galite´ :
∇ · s(x) = B?(δx0(x)) (1.16)
Ainsi, pour chaque condition initiale formule´e a` l’aide des ope´rateurs B? (provenant
de l’e´tude des vecteurs propres de la matrice de dispersion) pour le syste`me (1.10), nous
de´terminerons une source ponctuelle pour le syste`me (1.7), conduisant dans les deux cas a` la
ge´ne´ration d’une onde P, d’une onde S ou de la combinaison d’une onde P et d’une onde S
pour des configurations isotrope et anisotrope.
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1.2 Anisotropie de type TTI
1.2.1 De´finition et proprie´te´s physiques
Le tenseur d’e´lasticite´ intervenant dans le syste`me de l’e´lastodynamique (1.5) est de rang
quatre, c’est-a`-dire qu’il est de´crit par les termes C = (Cijkl)16i,j,k,l6d, ou` d est la dimension
du domaine d’e´tude. Il appartient a` la classe des tenseurs syme´triques, ce qui permet de le
re´e´crire sous forme matricielle, suivant la notation de Voigt selon laquelle les indices sont
regroupe´s deux a` deux et remplace´s par la table de correspondance Tab. 1.1.
indice tensoriel C 11 22 33 23/32 13/31 12/21
indice matriciel C 1 2 3 4 5 6
Table 1.1 – Correspondance des indices entre tenseur et matrice d’e´lasticite´
Ainsi, chaque coefficient tensoriel (Cijkl)1<i,j,k,l<d peut se re´e´crire comme un coefficient
matriciel (Cmn)1<m,n<2d. La matrice C obtenue est, elle aussi, syme´trique, compose´e d’au
plus 21 coefficients inde´pendants. De plus, les parame`tres physiques assurent que le tenseur
est positif, i.e. ∀ξ tenseur syme´trique, (C ξ) : ξ > 0, ou` le symbole “:” de´signe le produit
scalaire tensoriel.
Matrices d’e´lasticite´ isotropes et anisotropes
Lorsqu’un milieu est isotrope, la matrice d’e´lasticite´ se simplifie conside´rablement avec
seulement 2 constantes inde´pendantes. Les parame`tres physiques sont ge´ne´ralement donne´s
sous la forme des constantes de Lame´ (λ, µ), correspondant respectivement au coefficient de
Poisson et au module de Young. La matrice s’e´crit alors :
Ciso(λ,µ) =

λ+ 2µ λ λ 0 0 0
λ+ 2µ λ 0 0 0
λ+ 2µ 0 0 0
µ 0 0
µ 0
µ
 (1.17)
Un milieu isotrope peut e´galement eˆtre de´crit par sa masse volumique ρ et les vitesses de
propagation Vp et Vs relatives aux ondes P et aux ondes S qui ont e´te´ de´finies en introduction.
Dans ce cas, la matrice s’e´crit :
Ciso =

C11 C11 − 2C66 C11 − 2C66 0 0 0
C11 C11 − 2C66 0 0 0
C11 0 0 0
C66 0 0
C66 0
C66
 (1.18)
ou` les coefficients C11 = ρV
2
p et C66 = ρV
2
s sont directement relie´s a` la vitesse des ondes P et S.
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Isotropie transverse verticale
Dans une couche ge´ologique, les vitesses de propagation des ondes sont en ge´ne´ral non-
uniformes dans toutes les directions mais leurs re´partitions, c’est-a`-dire leurs fronts d’onde,
admettent deux plans de syme´trie orthogonaux. C’est la de´finition de l’orthotropie. Si les axes
du repe`re d’e´tude sont coline´aires a` ces plans, la matrice d’e´lasticite´ s’e´crit alors graˆce a` 9
constantes inde´pendantes :
Cortho =

C11 C12 C13 0 0 0
C22 C23 0 0 0
C33 0 0 0
C44 0 0
C55 0
C66
 (1.19)
Si ce repe`re d’orthotropie est diffe´rent du repe`re d’e´tude, il est toujours possible de former la
matrice d’e´lasticite´ apre`s rotation sur le tenseur, comme cela est explique´ plus loin.
L’anisotropie du sous-sol est conside´re´e orthotrope dans une seule direction, cela signifie
que les fronts d’onde admettent une syme´trie par rapport a` un axe (souvent proche de la
verticale). C’est la de´finition de l’anisotropie polaire ou Isotropie Transverse (TI), largement
utilise´e en imagerie sismique. Dans ce cas, le milieu est isotrope dans le plan orthogonal a`
cet axe, c’est-a`-dire que les vitesses de propagation sont invariantes dans ce plan. Sur ce
point, nous renvoyons au livre de Tsvankin [Tsv01], ou pour une version plus condense´e a`
l’article [Tsv96]. La Fig. 1.2 repre´sente sche´matiquement les diffe´rences entre des mate´riaux
isotrope, TI et orthotrope. La Fig. 1.3 est un exemple de couches ge´ologiques TI.
Figure 1.2 – Sche´mas de mate´riaux isotrope (gauche), TI (milieu) et orthotrope (droite)
Dans un repe`re orthogonal ou` l’axe ez correspond a` l’axe de syme´trie e˜z, l’anisotropie
polaire est dite VTI (Vertical Transverse Isotropy) et la matrice d’e´lasticite´ s’e´crit avec 5
constantes inde´pendantes :
CV TI =

C11 C11 − 2C66 C13 0 0 0
C11 C13 0 0 0
C33 0 0 0
C44 0 0
C44 0
C66
 (1.20)
Les coefficients de la matrice d’e´lasticite´ VTI (1.20) sont construits a` partir de la masse
volumique, des vitesses de propagation des ondes donne´es dans la direction d’orthotropie et
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Figure 1.3 – Photographie de couches ge´ologiques TI, Grand Canyon USA (cre´dits Luca
Galuzzi - www.galuzzi.it)
de trois constantes ε, δ et γ :
C11 = ρV
2
p (1 + 2ε)
C33 = ρV
2
p
C13 = ρ
√
(V 2p − V 2s )2 + 2V 2p δ(V 2p − V 2s )− ρV 2s
C44 = ρV
2
s
C66 = ρV
2
s (1 + 2γ)
(1.21)
Ces constantes, introduites par Thomsen dans [Tho86], de´finissent le caracte`re isotrope trans-
verse d’un mate´riau. Elles sont de´finies par les formules :
ε =
C11 − C33
2C33
δ =
(C13 + C44)
2 − (C33 − C44)
2C33(C33C44)
γ =
C66 − C44
2C44
(1.22)
Nous utiliserons par la suite la notation κ =
√
1 + 2ε pour faciliter la lisibilite´ des calculs.
Remarque 1.1 L’anisotropie TI est caracte´rise´e elliptique lorsque δ = ε.
Remarque 1.2 Lorsque les constantes de Thomsen sont nulles (ie ε = δ = γ = 0), la matrice
d’e´lasticite´ VTI (1.20) redevient isotrope, c’est-a`-dire qu’elle s’e´crit comme en (1.18).
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Isotropie transverse incline´e
En ge´ne´ral, le repe`re d’e´tude carte´sien (ex, ey, ez) ne co¨ıncide pas avec le repe`re d’or-
thotropie (e˜x, e˜y, e˜z). En d’autres termes, l’axe de syme´trie de l’anisotropie polaire n’est pas
l’axe vertical ez. Dans ce cas, l’isotropie transverse est dite incline´e et se note TTI selon son
appellation anglaise Tilted Transverse Isotropy. L’inclinaison est caracte´rise´e par deux angles,
repre´sente´s sur la Fig. 1.4. Plus pre´cise´ment, en notant Pxy la projection sur le plan d’axes
(ex, ey), les angles sont de´finis par :
{
θ = ̂(ez, e˜z)
φ = ̂(ex, Pxye˜z)
(1.23)
ou` θ correspond a` l’angle d’inclinaison par rapport a` la vertical, appele´ dip ou tilt par les
ge´ophysiciens, et φ est l’azimut (c’est-a`-dire l’angle de la projection dans le plan horizontal).
Figure 1.4 – Angles d’inclinaison TTI
Remarque 1.3 En ge´ophysique, l’axe vertical ez est usuellement oriente´ positivement vers
le bas pour suivre les valeurs croissantes de la profondeur du sous-sol.
Une proprie´te´ inte´ressante de l’anisotropie TTI est qu’elle peut eˆtre caracte´rise´e alge´bri-
quement comme une rotation de l’anisotropie VTI. Cependant, comme les matrices d’e´lasticite´
sont des re´e´critures de tenseurs, la rotation se fait dans le cadre de l’alge`bre tensorielle. Dans ce
cas, deux repre´sentations du tenseur TTI sont possibles. Soit l’inclinaison est exprime´e via les
angles (1.23) comme une matrice de passage M(θ,φ) liant le tenseur VTI et le tenseur TTI. Soit
cette inclinaison est repre´sente´e graˆce a` une matrice de rotation R(θ,φ). Dans le premier cas,
la matrice d’e´lasticite´ TTI s’obtient comme le produit M(θ,φ)CV TIM
T
(θ,φ) et nous renvoyons
a` l’annexe A.1 pour l’expression de M(θ,φ). Dans le second cas, la matrice du changement de
base entre le repe`re carte´sien et le repe`re TTI R(θ,φ) est donne´e par :
R(θ,φ) =
cos θ cosφ cos θ sinφ − sin θ− sinφ cosφ 0
sin θ cosφ sin θ sinφ cos θ
 (1.24)
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et les coefficients C˜ du tenseur d’e´lasticite´ TTI se calculent a` l’aide des coefficients C du
tenseur d’e´lasticite´ VTI selon la formule :
C˜
ijkl
=
d∑
p=1
d∑
q=1
d∑
r=1
d∑
s=1
RpiRqjRrkRslCpqrs, ∀ 1 6 i, j, k, l 6 d (1.25)
La matrice d’e´lasticite´ TTI ainsi obtenue est dense, compose´e de 21 coefficients diffe´rents.
Bien que ne de´pendant que de 7 constantes : Vp, Vs, ε, δ, γ, θ, φ et de la masse volumique ρ
fournie par le proble`me physique, ces coefficients n’ont pas de forme analytique simple. Ainsi,
la matrice d’e´lasticite´ TTI s’e´crit par commodite´ :
CTTI =

C11 C12 C13 C14 C15 C16
C22 C23 C24 C25 C26
C33 C34 C35 C36
C44 C45 C46
C55 C56
C66
 (1.26)
La structure dense de la matrice d’e´lasticite´ TTI (1.26) est comparable a` celle de l’anisotro-
pie totale, contrairement a` l’orthotropie non-incline´e (et donc a` l’anisotropie VTI (1.20)) qui
ne se traduit que par une modification des coefficients de la matrice d’e´lasticite´ isotrope (1.18).
Meˆme si les caracte´risations des anisotropies VTI et TTI sont assez proches, l’anisotropie TTI
est un proble`me bien plus difficile a` traiter.
Remarque 1.4 Lorsque θ = φ = 0 et donc qu’il n’y a pas d’inclinaison, la matrice d’e´lasticite´
TTI (1.26) redevient VTI, c’est-a`-dire comme illustre´e en (1.20).
Remarque 1.5 Lorsque les constantes de Thomsen sont nulles i.e. ε = δ = γ = 0, la
matrice d’e´lasticite´ TTI (1.26) redevient isotrope, c’est-a`-dire comme (1.18), quels que soient
les angles d’inclinaison. Ceci est duˆ au fait que dans un mate´riau isotrope, les vitesses de
propagation sont les meˆmes dans toutes les directions.
Fronts d’ondes
Pour illustrer les diffe´rences physiques entre l’isotropie et l’anisotropie de type TI, nous
avons repre´sente´ a` la Fig. 1.5 les fronts d’ondes en deux dimensions pour un exemple de
mate´riau e´lastique.
Les couches du sous-sol sont de´crites par des constantes TI (1.22) tre`s petites, toujours
infe´rieures a` un. Pour plus de de´tails, une liste non-exhaustive de mate´riaux TI est disponible
dans l’article [Tho86]. Dans ce type de configurations, le front des ondes P est quasi-ellipso¨ıdal,
ce qui est caracte´ristique de l’anisotropie polaire. A` l’oppose´, le front des ondes S peut s’ave´rer
beaucoup plus singulier. Selon [TT94], sa forme est fortement de´termine´e par le parame`tre :
ς =
V 2p
V 2s
(ε− δ) (1.27)
La Fig. 1.6 repre´sente diffe´rents fronts d’ondes S dans un mate´riau e´lastique, en faisant varier
le parame`tre ς.
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Figure 1.5 – Fronts d’ondes e´lastiques en dimension 2 : isotropes (a` gauche), VTI (au milieu)
et TTI (a` droite), avec ρ = 1 kg.m−2, Vp = 3000 m.s−1, Vs = 1500 m.s−1, ε = 0.24, δ = 0.10
et θ = 30˚ . Fronts des ondes P en rouge trait plein et des ondes S en bleu trait pointille´
Figure 1.6 – Fronts d’ondes e´lastiques en dimension 2 : ς = ∞ (a` gauche), ς = 1.75 (au
milieu) et ς = 0.75 (a` droite), avec ρ = 1 kg.m−2, Vp = 3000 m.s−1, ε = 0.24, δ = 0.10 et
θ = 30˚ . Fronts des ondes P en rouge trait plein et des ondes S en bleu trait pointille´
1.2.2 Equations de l’e´lastodynamique dans un milieu anisotrope
Pour chacune des configurations, isotrope, VTI ou TTI, les e´quations de l’e´lastodynamique
diffe`rent. Pour faciliter le traitement des e´quations, il convient de de´velopper le syste`me
ge´ne´ral (1.5) selon chaque composante des champs d’ondes. Pour les mate´riaux isotropes, le
syste`me s’e´crit le plus souvent avec la matrice d’e´lasticite´ (1.17) :
ρ∂tvx = ∂xσxx + ∂yσxy + ∂zσxz
ρ∂tvy = ∂xσxy + ∂yσyy + ∂zσyz
ρ∂tvz = ∂xσxz + ∂yσyz + ∂zσzz
∂tσxx = (λ+ 2µ)∂xvx + λ∂yvy + λ∂zvz
∂tσyy = λ∂xvx + (λ+ 2µ)∂yvy + λ∂zvz
∂tσzz = λ∂xvx + λ∂yvy + (λ+ 2µ)∂zvz
∂tσyz = µ(∂yvz + ∂zvy)
∂tσxz = µ(∂xvz + ∂zvx)
∂tσxy = µ(∂xvy + ∂yvx)
(1.28)
Dans le cas des mate´riaux VTI, quelques coefficients sont modifie´s pour former la matrice
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d’e´lasticite´ (1.20) et le syste`me ge´ne´ral (1.5) s’e´crit :
ρ∂tvx = ∂xσxx + ∂yσxy + ∂zσxz
ρ∂tvy = ∂xσxy + ∂yσyy + ∂zσyz
ρ∂tvz = ∂xσxz + ∂yσyz + ∂zσzz
∂tσxx = C11∂xvx + (C11 − 2C66)∂yvy + C13∂zvz
∂tσyy = (C11 − 2C66)∂xvx + C11∂yvy + C13∂zvz
∂tσzz = C13∂xvx + C13∂yvy + C33∂zvz
∂tσyz = C44(∂yvz + ∂zvy)
∂tσxz = C44(∂xvz + ∂zvx)
∂tσxy = C66(∂xvy + ∂yvx)
(1.29)
Pour les mate´riaux TTI, la matrice d’e´lasticite´ (1.26) est dense. Les e´quations portant
sur le tenseur des contraintes contiennent donc des termes supple´mentaires, qui ne sont pas
pre´sents en isotrope ou en VTI :
ρ∂tvx = ∂xσxx + ∂yσxy + ∂zσxz
ρ∂tvy = ∂xσxy + ∂yσyy + ∂zσyz
ρ∂tvz = ∂xσxz + ∂yσyz + ∂zσzz
∂tσxx = C11∂xvx + C12∂yvy + C13∂zvz + C14(∂yvz + ∂zvy) + C15(∂xvz + ∂zvx) + C16(∂xvy + ∂yvx)
∂tσyy = C12∂xvx + C22∂yvy + C23∂zvz + C24(∂yvz + ∂zvy) + C25(∂xvz + ∂zvx) + C26(∂xvy + ∂yvx)
∂tσzz = C13∂xvx + C23∂yvy + C33∂zvz + C34(∂yvz + ∂zvy) + C35(∂xvz + ∂zvx) + C36(∂xvy + ∂yvx)
∂tσyz = C14∂xvx + C24∂yvy + C34∂zvz + C44(∂yvz + ∂zvy) + C45(∂xvz + ∂zvx) + C46(∂xvy + ∂yvx)
∂tσxz = C15∂xvx + C25∂yvy + C35∂zvz + C45(∂yvz + ∂zvy) + C55(∂xvz + ∂zvx) + C56(∂xvy + ∂yvx)
∂tσxy = C16∂xvx + C26∂yvy + C36∂zvz + C46(∂yvz + ∂zvy) + C56(∂xvz + ∂zvx) + C66(∂xvy + ∂yvx)
(1.30)
Cette diffe´rence structurelle dans le cas d’une anisotropie de type TTI entraˆıne des com-
plications alge´briques e´videntes, du fait de l’apparition de termes supple´mentaires dans les
e´quations. Cependant, cette complexite´ est essentiellement alge´brique et en observant avec
soin comment est de´fini le syste`me dans un mate´riau TTI, il apparaˆıt que les coefficients de
la matrice d’e´lasticite´ (1.26) ne sont pas inde´pendants, contrairement au cas d’anisotropie
totale. Ainsi, l’anisotropie de type TTI peut eˆtre de´crite comme un cas d’anisotropie VTI
ayant subi une inclinaison. Ce point va eˆtre de´terminant pour nous, et nous utiliserons cette
proprie´te´ plus loin quand il s’agira de de´velopper des conditions de bord absorbant.
1.3 Discre´tisation des e´quations
1.3.1 De´finition et e´tat de l’art
La me´thode de Galerkin, apparue dans les anne´es 1910, sert a` formuler le proble`me discret
associe´ a` la re´solution des syste`mes d’e´quations aux de´rive´es partielles. Le principe repose sur
un choix de sous-espace de fonctions de dimension finie permettant de de´crire dans le domaine
discret les fonctions du proble`me continu. Elle est le fondement des me´thodes d’e´le´ments finis
(FEM pour Finite Element Method).
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La me´thode de Galerkin discontinue, tre`s connue sous son acronyme DGM pour sa termi-
nologie anglaise (Discontinuous Galerkin Method) est plus re´cente, datant des anne´es 1970.
Quelques fois de´crite comme une FEM avance´e, son principe ajoute au choix du sous-espace
fini de fonctions discre`tes la possibilite´ de travailler a` l’e´chelle locale de l’e´le´ment. Les fonctions
de base sont alors propres a` chaque cellule du maillage ce qui signifie qu’elles sont discontinues
a` l’interfaces entre deux e´le´ments (voir une illustration a` la Fig. 1.7).
La DGM, tout comme la FEM, permet de conside´rer des maillages complexes et de
proce´der a` des approximations d’ordre e´leve´. La distribution des degre´s de liberte´s est rap-
pele´e sur les Fig. 1.8 et tableau 1.2. La DGM a pour avantage de conduire a` une formulation
temporelle des champs quasi-explicite car la matrice de masse est diagonale par blocs graˆce
a` la discontinuite´ des fonctions de base. De plus, la largeur de bande de la matrice de rigidite´
est la meˆme pour tous les e´le´ments, car un e´le´ment ne communique avec ses voisins que par
les faces alors qu’avec la FEM il communique via les faces, les areˆtes et les sommets. La
matrice de rigidite´ posse`de donc une structure par blocs. Si le maillage contient N mailles,
elle sera compose´e de N blocs diagonaux et de (d + 1)N blocs extradiagonaux traduisant
les communications inter-e´le´ments. La taille des blocs de´pend uniquement de l’ordre de la
discre´tisation. Cette structure se preˆte donc tre`s facilement a` une imple´mentation dans un
cadre HPC.
Une autre caracte´ristique de la DGM est l’adaptabilite´ hp, c’est-a`-dire qu’en autorisant
la discontinuite´ des fonctions de base, il est possible d’utiliser des maillages non-conformes
(adaptabilite´ h) et mixer des ordres d’approximation diffe´rents (adaptabilite´ p), ce qui as-
sure une plus grande flexibilite´ de la me´thode, voir Fig. 1.9. En pratique, c’est l’adaptabilite´
p qui est utilise´e dans le code DIVA car l’adaptabilite´ h pre´sente plusieurs inconve´nients
de mise en œuvre. Tout d’abord elle ne´cessite de changer conside´rablement la structure du
maillage pour prendre en compte les hanging nodes (i.e. les nœuds d’un e´le´ment situe´s sur
une areˆte ou une face d’un autre e´le´ment), alors que l’adaptabilite´ p n’a besoin que d’un
vecteur supple´mentaire indiquant l’ordre de chaque e´le´ment. Le stockage de vecteur peut
meˆme eˆtre e´vite´ en re´ordonnant judicieusement les e´le´ments en fonction de leur ordre de
discre´tisation. Ensuite, l’adaptabilite´ h complexifie conside´rablement les calculs d’inte´grales
de surface, notamment en 3D. En effet, il n’est plus possible de se ramener a` un calcul sur
un e´le´ment de re´fe´rence car les calculs doivent eˆtre faits sur une partie de la face correspon-
dant a` l’intersection de deux e´le´ments et non sur une face entie`re. En 3D, l’intersection de
deux te´trae`dres d’un maillage non-conforme n’est pas force´ment un triangle mais peut eˆtre
un quadrilate`re, un pentagone ou un hexagone. L’adaptabilite´ p ne ne´cessite que le calcul des
diffe´rentes combinaisons d’ordre possibles sur l’e´le´ment de re´fe´rence. En pratique, le nombre
de ces combinaisons est limite´, de l’ordre d’une dizaine. Finalement, l’adaptabilite´ h casse la
structure de la matrice de raideur (qui sera pre´sente´e plus loin) car le nombre de voisins d’un
e´le´ment devient variable. L’adaptabilite´ p conserve cette structure et modifie uniquement la
taille des blocs.
La DGM a e´te´ introduite par Reed et Hill dans [RH73] tout d’abord pour les e´quations
elliptiques puis paraboliques. Citons [ABCM02] notamment pour sa bibliographie de´taille´e.
Pour les e´quations hyperboliques, une premie`re analyse mathe´matique est donne´e par Le-
saint et Raviart au milieu des anne´es 1970 [LR74, Les75] et l’ordre de convergence opti-
mal a e´te´ e´tabli par Na¨vert et Pitka¨ranta dix ans plus tard [Na¨v82, JNP84, JP86]. La
DGM est de´sormais populaire pour les e´quations hyperboliques (line´aires et non-line´aires)
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Figure 1.7 – Fonctions discre`tes sur un maillage a` une dimension, continues et discontinues
Figure 1.8 – Localisation des degre´s de liberte´ en deux dimensions, pour trois discre´tisations
2D 3D
P1 P2 P3 P1 P2 P3
volume : K 3 6 10 4 10 20
surface : F 2 3 4 3 6 10
Table 1.2 – Nombre de degre´s de liberte´ en deux et trois dimensions
Figure 1.9 – Illustration de l’adaptabilite´ hp sur un maillage en deux dimension
et les travaux de Cockburn, Shu et leurs co-auteurs ont e´te´ particulie`rement convaincants.
Dans [CKS00a, Coc01], l’inte´gration en temps est mene´e en appliquant une me´thode de
Runge-Kutta et ces travaux sont bien connus dans la communaute´ sous l’acronyme RKDG.
Un e´tat de l’art des approches DG jusqu’aux anne´es 2000 est disponible dans [CKS00b]. En ce
qui concerne l’adaptabilite´ hp, les travaux de Su¨li, Schwab et Houston dans [SHS00, SSH00]
sont particulie`rement de´terminants.
De nos jours, et particulie`rement pour la propagation des ondes, plusieurs e´quipes uti-
lisent la DGM et les approches diffe`rent essentiellement au niveau des flux et des sche´mas en
temps. Dumbser, Ka¨ser et leurs co-auteurs privile´gient le sche´ma ADER (Arbitrary high-order
DERivation) base´ sur des flux de´centre´s avant et des inte´grations en temps de type Runge-
Kutta (voir par exemple [DK06, KD06, KHdlP08]). Leur me´thode, appele´e DG-ADER, a
l’inconve´nient d’eˆtre dissipative. D’autres e´quipes, comme [BLP06, DFGO09], pre´fe`rent ap-
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pliquer le sche´ma Leap-Frog avec des flux centre´s, offrant ainsi une alternative non-dissipative.
Inde´pendamment, des techniques de pe´nalite´s inte´rieures ont e´te´ de´veloppe´es pour les e´quations
en formulation du second ordre, comme la IPDGM (Interior Penalty DGM ). Pour les e´quations
hyperboliques, citons par exemple [GSS06, AMM06, BSW08, Bal09].
Nous utilisons la formulation du premier ordre de l’e´quation des ondes et nous avons
choisi le sche´ma de discre´tisation DG avec flux centre´s en espace et Leap-Frog en temps.
Pour le sche´ma en temps une ite´ration de Leap-Frog est moins couˆteuse qu’une ite´ration de
Runge-Kutta. Pour le sche´ma en espace, l’utilisation de flux centre´s peut entraˆıner l’apparition
d’ondes parasites ainsi qu’une de´te´rioration de l’ordre de convergence du sche´ma. L’ide´al serait
donc de coupler le sche´ma Leap-Frog et DG avec flux de´centre´s avant. Malheureusement, un
tel couplage conduit a` un sche´ma implicite en temps, plus complexe a` mettre en œuvre dans
un cadre de re´solution paralle`le et trop couˆteux pour des applications a` l’e´chelle industrielle. Il
est cependant possible de supprimer les ondes parasites et de conserver l’ordre de convergence
optimale du sche´ma Leap-Frog et DG avec flux centre´s en lui ajoutant un terme de pe´nalisation
non-dissipatif [Ven14], au prix d’une diminution de la condition CFL.
1.3.2 Discre´tisation en espace
Soit Ωh une discre´tisation du domaine Ω en cellules polygonales K, aussi proche que
possible d’une partition de Ω, avec Ωh ⊂ Ω. On notera Th l’ensemble des cellules K. La
frontie`re Γh est de´compose´e en partie exte´rieure Γout = ∂Ωh et inte´rieure Γin, correspondant
a` l’ensemble des faces entre les cellules. Sur un e´le´ment K, nous noterons nK la normale a`
∂K sortante.
Toute face interne est partage´e par un e´le´ment K1 et un e´le´ment K2. Nous noterons
arbitrairement n = nK1 et nous de´finissons le symbole JuK · n = (uK2 − uK1) · n comme le
saut et le symbole {{u}} = 12(uK1 + uK2) comme la moyenne. Pour une face externe, n = nK
et par convention le saut et la moyenne sur cette face sont e´gaux a` l’identite´.
Formulation variationnelle
Soient les espaces :
V = {v ∈ L2(Ωh)d tel que v|K ∈ H1(Ωh)d, ∀K ∈ Th}
Σ = {σ ∈ L2(Ωh)d2 tel que σ|K ∈ Hdiv(Ωh)d
2
, ∀K ∈ Th et σij = σji, ∀i, j = x, y, z}
La premie`re e´tape consiste a` e´crire la formulation variationnelle associe´e au syste`me de
l’e´lastodynamique (1.5). Pour cela, nous de´finissons v ∈ V et σ ∈ Σ. Soient une fonction-test
w ∈ V et un tenseur-test ξ ∈ Σ. L’inte´gration des e´quations (1.5) contre ce couple-test, sans
de´tailler les de´pendances sur les variables de temps et d’espace, donne sur une cellule K du
maillage : 
∫
K
ρ∂tv ·wdx =
∫
K
(∇ · σ) ·wdx
∫
K
∂tσ : ξdx =
∫
K
(
C (v)
)
: ξdx
(1.31)
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Puis, en observant que
(
C (v)
)
: ξ =
(
C ξ
)
: ∇v, l’inte´gration par partie de chaque
e´quation de (1.31) donne :
∫
K
ρ∂tv ·wdx =
∫
∂K
(σn) ·wdx−
∫
K
σ :∇wdx
∫
K
∂tσ : ξdx =
∫
∂K
(
(C ξ)n
)
· vdx−
∫
K
(
∇ · (C ξ)
)
· vdx
(1.32)
Pour obtenir la formulation variationnelle, il reste a` sommer pour toutes les cellules du
maillage le syste`me (1.32). Ce faisant, les termes des frontie`res internes Γin font apparaˆıtre les
flux. Les ope´rateurs gradient et divergence n’e´tant de´finis que sur chaque cellule, introduisons
les ope´rateurs brise´s :∇h tel que∇hu|K =∇u ∀K ∈ Th et ∇h· tel que ∇h ·u|K = ∇·u ∀K ∈
Th. La somme s’e´crit alors :
∫
Ωh
ρ∂tv ·wdx =
∫
Γin
JσwK · ndx + ∫
Γout
(σn) ·wdx−
∫
Ωh
σ :∇hwdx
∫
Ωh
∂tσ : ξdx =
∫
Γin
J(C ξ)vK · ndx + ∫
Γout
(
(C ξ)n
)
· vdx−
∫
Ωh
(
∇h · (C ξ)
)
· vdx
(1.33)
Les termes de flux peuvent se re´e´crire :{JσwK · n = JσK{{w}} · n + {{σ}}JwK · nJ(C ξ)vK · n = J(C ξ)K{{v}} · n + {{(C ξ)}}JvK · n (1.34)
Ce qui par la continuite´ de v et σ se simplifie :{JσwK · n = {{σ}}JwK · nJ(C ξ)vK · n = J(C ξ)K{{v}} · n (1.35)
La formulation variationnelle s’e´crit alors : Trouver (v, σ) dans V × Σ tel que pour tout
couple-test (w, ξ) dans le meˆme espace, on ait :
∫
Ωh
ρ∂tv ·wdx =
∫
Γin
{{σ}}JwK · ndx + ∫
Γout
(
σn
) ·wdx− ∫
Ωh
σ :∇hwdx
∫
Ωh
∂tσ : ξdx =
∫
Γin
J(C ξ)K{{v}} · ndx + ∫
Γout
(
(C ξ)v
)
· ndx−
∫
Ωh
(
∇h · (C ξ)
)
· vdx
(1.36)
La formulation (1.36) en l’e´tat conduit a` un proble`me mal pose´, il faut de´finir des condi-
tions aux limites. De telles conditions modifient les inte´grales sur les frontie`res exte´rieures
Γout. La me´thode classique consiste a` remplacer dans la premie`re inte´grale de bords le terme
σn par une combinaison line´aire sur les composantes de v, selon la condition aux limites
choisie (de´finissant des coefficients bij , i = 1..d) et a` laisser la seconde inte´grale de bords
inchange´e. Par exemple, la formule la plus simple σn = 0 est une condition de Neumann.
Nous renvoyons aux chapitre 2 et 3 pour une description de´taille´e des conditions aux limites
absorbantes utilise´es ainsi qu’une analyse de stabilite´ des proble`mes mixtes associe´s.
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Syste`me matriciel semi-discret
Nous allons maintenant discre´tiser l’inconnue v sur le sous-espace de fonctions Vh tel que
Vh = {v ∈ L2(Ωh)d tel que (v|K)i ∈ P(K)l, ∀K ∈ Th, ∀i = x, y, z}
ou` P(K)l est l’ensemble des polynoˆmes de degre´ infe´rieur ou e´gal a` l. L’ordre de discre´tisation
est alors de´fini par le choix de ce degre´ l, pour l’interpolation sur les cellules. L’un des avantages
majeurs des me´thodes DG est la possibilite´ d’utiliser des degre´s diffe´rents sur chaque cellule, en
fonction de leur taille et de leurs caracte´ristiques physiques. Cependant, pour ne pas alourdir
la pre´sentation, nous supposons ici que ce degre´ est le meˆme pour toutes les cellules.
L’inconnue σ est discre´tise´e sur le sous-espace de fonctions Σh tel que
Σh = {σ ∈ L2(Ωh)d2 tel que (σ|K)ij ∈ P(K)l, ∀K ∈ Th et σij = σji,∀i, j = x, y, z}
Graˆce a` la discontinuite´ des fonctions, nous pouvons construire une base des espaces Vh
et Σh en proce´dant e´le´ment par e´le´ment. Soit (ϕ
K
i )i=1..Nl une base du sous-espace P(K)l,
par exemple les fonctions de base de Lagrange. La dimension Nl de P(K)l est (l + 1) en 1D,
(l+1)(l+2)/2 en 2D et (l+1)(l+2)(l+3)/6 en 3D. L’ensemble des fonctions ((ϕKi )i=1..Nl,K∈Th)
forme une base de l’espace Vh|d=1 et une fonction c peut alors eˆtre approche´e par ch ∈ Vh|d=1.
ch(x, t) =
∑
K∈Th
∑
i=1..Nl
cKi (t)ϕ
K
i (x).
L’inconnue vectorielle v est approche´e par vh ∈ Vh,
vh(x, t) =
∑
K∈Th
∑
j=x,y,z
∑
i=1..Nl
vKji (t)ϕ
K
i (x)ej
et le tenseur σ est approche´ par σ
h
∈ Σh,
σ
h
(x, t) =
∑
K∈Th
∑
j=x,y,z
k=x,y,z
∑
i=1..Nl
σKjki(t)ϕ
K
i (x)ejek,
ou` nous imposons σKjki = σ
K
kji
pour tous K, i, j, k afin d’assurer la syme´trie du tenseur σ
h
.
Remarquons que
vh|K(x, t) =
∑
j=x,y,z
∑
i=1..Nl
vKji (t)ϕ
K
i (x)ej
et
σ
h|K(x, t) =
∑
j=x,y,z
k=x,y,z
∑
i=1..Nl
σKjki(t)ϕ
K
i (x)ejek.
Nous utiliserons donc par la suite une notation par blocs pour les inconnues : pour chaque
e´le´ment K, pour tout j = x, y, z et pour tout k = x, y, z, k ≥ j, nous de´finissons les vecteurs
vKj =
(
vKji
)
i=1,..Nl
et σKjk =
(
σKjki
)
i=1,..,Nl
. Nous de´finissons ensuite les vecteurs
vKh = [v
K
x ,v
K
y ,v
K
z ]
T et σKh = [σ
K
xx, σ
K
yy σ
K
zz σ
K
yz σ
K
xz σ
K
xy]
T .
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Finalement, vh et σh de´signent respectivement les vecteurs compose´s de l’ensemble des
vecteurs vKh et σ
K
h . En choisissant les fonctions test w = ϕ
K
i ej et ξ = ϕ
K
i ejek pour tout
j = x, y, z et pour tout k = x, y, z, k ≥ j, la formulation variationnelle (1.36), avec des
conditions aux limites, se transforme en un syste`me line´aire matriciel semi-discret :
∑
K∈Th
ρKMKv ∂tvKh +RKσ σKh + ∑
L∈Th|∂K∩∂L 6=∅
RK,Lσ σ
L
h +B
K
v v
K
h
 = 0
∑
K∈Th
MKσ ∂tσKh +RKv vKh + ∑
L∈Th|∂K∩∂L 6=∅
RK,Lv v
L
h
 = 0
(1.37)
ou` M? de´signent les matrices de masse et R? les matrices de rigidite´s. Comme pour les
vecteurs, ces matrices peuvent eˆtre de´finies par blocs. Ainsi, la matrice MKv est une matrice
de taille dNl ∗ dNl diagonale par d blocs Nl ∗ Nl. Ces d blocs sont tous e´gaux a` la matrice
M˜K de´finie par
M˜ij
K
=
∫
K
ϕKi ϕ
K
j dx, ∀i, j = 1..Nl (1.38)
De meˆme, la matrice MKσ est une matrice de taille d(d+ 1)Nl/2 ∗ d(d+ 1)Nl/2 diagonale
par d(d+ 1)/2 blocs Nl ∗Nl. Ces d(d+ 1)/2 blocs sont tous e´gaux a` la matrice M˜K .
La matrice RKσ est une matrice de taille dNl ∗ d(d+ 1)Nl/2 de la forme
RKσ =

R˜Kx 0 0 0 R˜
K
z R˜
K
y
0 R˜Ky 0 R˜
K
z 0 R˜
K
x
0 0 R˜Kz R˜
K
y R˜
K
x 0,
 ,
ou` chaque bloc R˜i
K
, i = x, y, z est de taille Nl ∗Nl et est de´fini par
R˜i
K
pq =
∫
K
ϕKq
∂ϕKp
∂i
dx, ∀p, q = 1..Nl. (1.39)
La matrice RKv est une matrice d(d+ 1)Nl/2 ∗ dNl de la forme
RKv =

(C11R˜
K
x + C16R˜
K
y + C15R˜
K
z ) (C16R˜
K
x + C12R˜
K
y + C14R˜
K
z ) (C15R˜
K
x + C14R˜
K
y + C13R˜
K
z )
(C12R˜
K
x + C26R˜
K
y + C25R˜
K
z ) (C26R˜
K
x + C22R˜
K
y + C24R˜
K
z ) (C25R˜
K
x + C24R˜
K
y + C23R˜
K
z )
(C13R˜
K
x + C36R˜
K
y + C35R˜
K
z ) (C36R˜
K
x + C23R˜
K
y + C34R˜
K
z ) (C35R˜
K
x + C34R˜
K
y + C33R˜
K
z )
(C14R˜
K
x + C46R˜
K
y + C45R˜
K
z ) (C46R˜
K
x + C24R˜
K
y + C44R˜
K
z ) (C45R˜
K
x + C44R˜
K
y + C34R˜
K
z )
(C15R˜
K
x + C56R˜
K
y + C55R˜
K
z ) (C56R˜
K
x + C25R˜
K
y + C45R˜
K
z ) (C55R˜
K
x + C45R˜
K
y + C35R˜
K
z )
(C16R˜
K
x + C66R˜
K
y + C56R˜
K
z ) (C66R˜
K
x + C26R˜
K
y + C46R˜
K
z ) (C56R˜
K
x + C46R˜
K
y + C36R˜
K
z )

,
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Les matrices RK,Lσ et R
K,L
v sont de dimensions respectives dNl ∗ d(d + 1)Nl/2 et d(d +
1)Nl/2 ∗ dNl et ont les meˆmes structures que les matrices RKσ et RKv ou` tous les termes R˜?,i
K
sont maintenant des termes R˜σ,i
K,L
pour RK,Lσ et R˜v,i
K,L
pour RK,Lv , i = x, y, z. Ces blocs
sont de taille Nl ∗Nl et sont de´finis par
R˜σ,i
K,L
pq = −
1
2
∫
∂K∩∂L\Γout
ϕKq ϕ
L
pnK · eidx, ∀p, q = 1..Nl,
R˜v,i
K,L
pq = −
1
2
∫
∂K∩∂L
ϕKq ϕ
L
pnK · eidx, ∀p, q = 1..Nl.
(1.40)
Ils sont diffe´rents par rapport au domaine d’inte´gration qui contient ou qui exclu les faces de
la frontie`res exte´rieure Γout.
Enfin, la matrice BKv associe´e a` l’inte´grale des conditions aux limites sur une face d’un
e´le´ment K au contact de la frontie`re Γout est une matrice de taille dNl ∗ dNl ou` chaque bloc
B˜ij
K
, i, j = x, y, z est de taille Nl ∗Nl et est de´fini par
B˜ij
K
pq = −bij
∫
∂K∩Γout
ϕKp ϕ
K
q dx, ∀p, q = 1..Nl. (1.41)
Chacune de ces matrices peut eˆtre calcule´e a` partir de l’e´le´ment de re´fe´rence Kˆ, qui
repre´sente le segment [0, 1] en 1D, le triangle (0, 0); (1, 0); (0, 1) en 2D, voir Fig. 1.10 et le
te´trae`dre (0, 0, 0); (1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1) en 3D. Nous notons FK la fonction transformant
l’e´le´ment de re´fe´rence Kˆ en l’e´le´ment K. Cette fonction est line´aire et bijective, car nous
supposons que les sommets des e´le´ments K sont ordonne´s, ce qui revient a` conside´rer que le
triangle de´fini par les sommets A,B,C est diffe´rent du triangle de´termine´ par les sommets
C,A,B.
Figure 1.10 – Passage a` l’e´le´ment de re´fe´rence en 2D
Les matrices M˜K et R˜i
K
s’e´crivent alors :
M˜Kij =
∫
K
ϕKi ϕ
K
j dx = |detJFK |
∫
Kˆ
ϕKˆi ϕ
Kˆ
j dx = |detJFK |M˜ Kˆ .
ou` JFK est le jacobien de la transformation affine FK , et
R˜i
K
pq = −
∫
K
ϕKq
∂ϕKp
∂i
dx = −|detJFK |
∫
Kˆ
ϕKˆq J
−T
FK
∇ϕKˆp ·eidx = −|detJFK
(
|J−TFK |
∫
Kˆ
ϕKˆq ∇ϕKˆp dx
)
·ei.
30
1.3. Discre´tisation des e´quations
Remarquons que toutes les matrices M˜K sont proportionnelles a` la matrice M˜Kˆ . Nous pouvons
donc de´terminer leur inverse a` partir de M˜−1
Kˆ
et de |detJFK | uniquement, ce qui permet
d’acce´le´rer conside´rablement les calculs.
Les matrices B˜ij
K
et R˜?,i
K,L
peuvent eˆtre calcule´es de la meˆme manie`re sur l’e´le´ment de
surface de re´fe´rence.
Dans la pratique, nous re´solvons le syste`me (1.37) e´le´ment par e´le´ment, ce qui est parti-
culie`rement adapte´ a` un cadre HPC. Cependant, pour des raisons de simplicite´, nous e´crirons
parfois ce syste`me sous sa forme matricielle globale{
Mv∂tvh +Rσσh +Bvvh = 0
Mσ∂tσh +Rvvh = 0
(1.42)
ou` les matrices Mv, Rσ, Bv, Mσ et Rv sont de´finies par blocs de la fac¸on suivante :
(Mv)K,L =
{
ρKM
K
v si L = K,
0 si L 6= K, (1.43)
(Rσ)K,L =

RKσ +R
K,K
σ si L = K,
RK,Lσ si L 6= K et ∂L ∪ ∂K 6= ∅,
0 sinon,
(1.44)
(Bv)K,L =
{
BKv si L = K,
0 si L 6= K, (1.45)
(Mσ)K,L =
{
MKσ si L = K,
0 si L 6= K, (1.46)
(Rv)K,L =

RKv +R
K,K
v si L = K,
RK,Lv si L 6= K et ∂L ∪ ∂K 6= ∅,
0 sinon.
(1.47)
1.3.3 Discre´tisation en temps
Pour terminer la discre´tisation du syste`me (1.37), il faut choisir un sche´ma en temps.
Comme discute´ pre´ce´demment, le choix de la me´thode ADER conduit a` des sche´mas dissipa-
tifs. Aussi, nous travaillons dans le code DIVA avec un sche´ma Leap-Frog.
Le sche´ma Leap-Frog a` deux variables est base´ sur un de´veloppement de Taylor et consiste
a` approcher la de´rive´e a` des pas de temps interme´diaires d’une variable a` l’autre. Applique´
a` une discre´tisation par DGM du syste`me de l’e´lastodynamique au premier ordre, le sche´ma
obtenu est stable sous une condition CFL.
L’intervalle [0, T ] est divise´ en pas de temps ∆t. Soient vnh l’approximation du vecteur
vh au temps discret t = n∆t et σ
n+1/2
h l’approximation du vecteur σh au temps discret
31
Chapitre 1. Mode´lisation des e´quations d’ondes en milieu transverse isotrope
interme´diaire t = (n+ 12)∆t. Le syste`me (1.37) se discre´tise alors comple`tement :
Mv
vn+1h − vnh
∆t
+Rσσ
n+1/2
h +Bv
vn+1h + v
n
h
2
= 0
Mσ
σ
n+3/2
h − σn+1/2h
∆t
+Rvv
n+1
h = 0
(1.48)
Comme nous l’avons explique´ pre´ce´demment, les matrices de masses et la matrice de bord
sont diagonales par blocs et peuvent donc eˆtre inverse´es facilement. Ainsi, le syste`me (1.48)
se re´e´crit de fac¸on quasi-explicite :
vn+1h =
(
1
∆tMv +
1
2Bv
)−1 ( 1
∆tMv − 12Bv
)
vnh −
(
1
∆tMv +
1
2Bv
)−1
Rσσ
n+1/2
h
σ
n+3/2
h = σ
n+1/2
h −∆tM−1σ Rvvn+1h
(1.49)
De plus, les calculs sont effectue´s e´le´ment par e´le´ment sur les blocs de matrice concerne´s.
Au demi pas de temps courant, les calculs locaux ne de´pendent que de valeurs pre´calcule´es,
permettant une re´solution entie`rement paralle`le, favorisant le contexte HPC.
1.4 E´tat de l’art sur la simulation d’ondes anisotropes pour
des phe´nome`nes ge´ophysiques
Dans ce chapitre, nous avons introduit le syste`me de l’e´lastodynamique et de´crit comment
il e´volue en fonction du mate´riau dans lequel les ondes e´lastiques se propagent. Nous avons
notamment observe´ que dans des mate´riaux anisotropes de type TTI, les ondes se propagent
comme dans des mate´riaux anisotropes de type VTI ayant subi une inclinaison. Comme nous
l’avons de´ja` explique´ en introduction, les travaux de´crits dans ce manuscrit sont destine´s a`
eˆtre inte´gre´s dans un propagateur e´lastique utilise´ pour l’imagerie profondeur par RTM. Il
est e´vident que la qualite´ des images de´pend de la mode´lisation du sous-sol qui est faite
via le propagateur. Pour une mode´lisation isotrope du sous-sol, pre´fe´rer l’e´quation des ondes
acoustiques a` l’e´quation des ondes e´lastiques qui est largement plus couˆteuse a` re´soudre, reste
efficace. Cela conduit a` une RTM dite acoustique et les images ne sont donc construites que
sur la propagation des ondes P dans le sous-sol. Cependant, le sous-sol n’est pas isotrope et
une RTM acoustique base´e sur cette approximation n’est pas capable de de´tecter toutes les
surfaces ge´ologiques, comme cela est illustre´ par exemple dans [HZZY09, JJR10, GDDW11]
sur le mode`le synthe´tique BP, dont les donne´es sont rappele´es Fig. 1.11 et les diffe´rences
observables entre une RTM isotrope et TTI sont pre´sente´es Fig. 1.12.
L’anisotropie du sous-sol est conside´re´e polaire, de type TI, c’est-a`-dire avec un axe de
syme´trie d’orthotropie. Concre`tement, cela se traduit par des termes couple´s entre les ondes
P et les ondes S (plus pre´cise´ment la composante verticale SV), ce qui proscrit la RTM
acoustique. En effet, l’analyse asymptotique de l’e´quation de Christoffel conduit a` une relation
de dispersion du 4eme ordre mettant en e´vidence ce couplage. Pour le cas TTI 2D, cette
e´quation s’e´crit :{
ω4 − [(v2px + v2sz)(k˜2x + k˜2y) + (v2pz + v2szk˜2z)]ω2 + v2pxv2sz(k˜2x + k˜2y) + v2pzv2szk˜4z
−[v2pz(v2pn − v2px)− v2sz(v2pn + v2pz)](k˜2x + k˜2y)k˜2z = 0
(1.50)
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Figure 1.11 – Mode`les d’anisotropie du cas test synthe´tique BP, Vp en (a), δ en b, θ en (c)
et ε en (d) – images issues de [GDDW11]
Figure 1.12 – Comparaison isotrope/TTI sur le cas test synthe´tique BP, isotrope en (a),
TTI en (b) – images issues de [GDDW11]
ou` k˜x, k˜y et k˜z sont les nombres d’ondes dans le repe`re incline´ TTI, ω est la fre´quence angu-
laire, vpx et vpz sont les deux vitesses des ondes P (selon la direction de propagation dans le
repe`re incline´), vsz est la vitesse des ondes S et vpn correspond a` la vitesse NMO
1 des ondes P.
1. NMO (en anglais normal moveout), correspond a` l’effet de de´calage de mesure duˆ a` la se´paration entre
les sources et les re´cepteurs.
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Des travaux ont alors e´te´ consacre´s a` la RTM base´e sur des mode`les approche´s. Par
exemple, Alkhalifah [Alk98] propose une approximation dite “acoustique TI” en reformulant
la relation de dispersion TI comme un syste`me de deux e´quations du deuxie`me ordre couple´es
et en fixant la vitesse des ondes S a` ze´ro le long de l’axe de syme´trie. Il est alors possible
de se focaliser sur les ondes P et de formuler une RTM pseudo-acoustique VTI : [Alk00].
Cependant, fixer la vitesse des ondes S a` ze´ro est un moyen trop radical de simplification qui
induit des instabilite´s importantes, comme le montre [GZR04].
L’ide´e d’Alkhalifah a ensuite e´te´ reprise dans [ZZB06a, DFF08, FDF10] pour ame´liorer
la RTM pseudo-acoustique VTI puis e´tendue a` la RTM pseudo-acoustique TTI dans [ZZB06b,
DBL07, ZZ08, LHZAP+08, FDF09]. Une autre piste a e´te´ suivie par Duveneck et al. [DMBP08]
qui ont propose´ en 2008 de partir des e´quations de Hooke (1.3) et du mouvement (1.1) puis
de fixer la vitesse de propagation des ondes S pour formuler une RTM pseudo-acoustique
VTI. Cette technique a l’avantage de donner un sens physique aux variables des e´quations du
deuxie`me ordre obtenues. L’ide´e est alors reprise et e´tendue par rotation au cas TTI comme
cela est fait dans [ZZ09, LBZN09, ZZZ11, DB11].
Les approches d’Alkhalifah et Duveneck et al. sont ne´anmoins tre`s similaires. Les e´quations
sont toujours couple´es et quelques artefacts dus aux ondes S subsistent. Pour parfaire la RTM
acoustique, d’autres e´quipes ont propose´ un de´couplage des e´quations de dispersion pour ne
mode´liser que les ondes P : [LMJ+09, PUS11] pour le VTI et [ZPS12] pour le TTI. Ces
me´thodes sont pseudo-spectrales et elles requie`rent des imple´mentation nume´riques parti-
culie`res.
Plus re´cemment, Yan et Sava ont propose´ de se´parer les conditions d’imagerie des ondes
P et des ondes S e´lastiques pour des milieux isotropes dans [YS08], puis VTI dans [YS09]
et TTI dans [YS11], le but fixe´ e´tant de l’appliquer a` une RTM e´lastique non-simplifie´e. Ce
principe de se´paration base´ sur la de´composition de Helmholtz est connu depuis longtemps
pour les e´quations isotropes, voir [AR02], que Dellinger et Etgen avaient de´ja` e´tendu au cas
VTI homoge`ne dans [DE90]. En pratique, la RTM e´lastique est beaucoup plus couˆteuse en
ressource informatique que la RTM pseudo-acoustique et la reconstruction de l’image dans ce
cas est beaucoup plus complexe, voir un exemple en isotrope 2D Fig. 1.13.
Figure 1.13 – Exemple de RTM e´lastique isotrope 2D, mode`le de vitesse (gauche), cartogra-
phie des re´flecteurs (droite) – images issues de [ZLNM+09]
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Si son principe est e´tabli depuis bien longtemps, la RTM ne fait qu’e´voluer au gre´ des
progre`s de la mode´lisation mathe´matique et du calcul scientifique sur architectures paralle`les.
Tout a commence´ en conside´rant le sous-sol isotrope puis VTI puis maintenant TTI, et la
prise en compte du roˆle des ondes S s’intensifie jusqu’a` les inte´grer au proble`me.
Toutes les simulations sont bien e´videmment re´alise´es a` l’e´chelle locale. Il est donc ne´ces-
saire de limiter le domaine de calcul par une frontie`re qui ne doit pas influencer les simulations.
La plupart des travaux existants utilisent dans le meilleur des cas des conditions de bord
PML, en ge´ne´ral celles de [CT01], ou des conditions de Dirichlet ou de surface libre qui sont
re´fle´chissantes. Dans ce cas, il faut un nombre de sources tre`s e´leve´ pour que les re´flexions
soient atte´nue´es au maximum par effet de sommation dans le processus RTM. Ne´anmoins,
il reste des re´flexions parasites dans l’image finale. Des conditions de bord qui ge´ne`rent des
re´flexions minimales sont donc pre´fe´rables. Dans le cas des PML, c’est en ge´ne´ral une couche
absorbante isotrope ou VTI qui entoure le domaine d’e´tude TTI, ce qui ge´ne`re des re´flexions
parasites e´galement. Si la couche absorbante est TTI, soit c’est un cas d’e´tude bien choisi,
soit la simulation est en temps tre`s court, car il est de´montre´ dans [BFJ03] que la simulation
devient alors rapidement instable. Le recours a` des conditions aux limites absorbantes peut
alors s’ave´rer plus inte´ressant car les faibles re´flexions peuvent eˆtre diminue´es en prenant un
nombre suffisant de sources et les proble`mes d’instabilite´ peuvent e´galement eˆtre re´solus.
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Chapitre 2
Conditions aux limites absorbantes
pour des mate´riaux VTI
Ce chapitre se veut eˆtre un pre´ambule a` la construction de CLA pour des mate´riaux TTI.
Dans ce chapitre, nous revenons sur une me´thodologie de construction des CLA qui a e´te´ intro-
duite par Engquist et Majda [EM77, EM79] dans les anne´es 70, en suivant la the´orie e´labore´e
par Taylor [Tay81] pour suivre la propagation des singularite´s des solutions de proble`mes hy-
perboliques. Nous nous sommes inte´resse´s de pre`s a` cette me´thode de construction car elle est
particulie`rement bien adapte´e aux e´quations hyperboliques du premier ordre. Nous traitons
d’abord le cas le plus simple de mate´riaux isotropes puis nous l’appliquons aux mate´riaux
anisotropes de type VTI. Afin d’alle´ger l’expose´ des calculs, nous de´taillons le cas de la di-
mension deux. La dimension trois sera traite´e par la suite pour des mate´riaux TTI, incluant
aussi le cas VTI 3D. Ce chapitre est illustre´ de re´sultats nume´riques isotropes et VTI qui
serviront de re´fe´rence pour appre´cier les re´sultats obtenus pour des mate´riaux TTI.
2.1 Construction d’une CLA isotrope par diagonalisation
2.1.1 Construction d’une CLA pour un mate´riau isotrope 2D
Pour simplifier la pre´sentation de la me´thode, nous conside´rons d’abord le cas de la dimen-
sion deux. La dimension trois sera traite´e par la suite pour des mate´riaux TTI, incluant aussi
les cas isotrope et VTI 3D. Pour conserver les notations classiques de la ge´ophysique, nous
nous plac¸ons donc dans le plan (x, z). Dans le cas 2D, la matrice d’e´lasticite´ (1.18) devient :
Ciso,2D =
ρV 2p ρ(V 2p − 2V 2s ) 0ρV 2p 0
ρV 2s
 (2.1)
Le syste`me de l’e´lastodynamique au premier ordre (1.5) s’e´crit alors :
ρ∂tvx = ∂xσxx + ∂zσxz
ρ∂tvz = ∂xσxz + ∂zσzz
∂tσxx = ρV
2
p ∂xvx + ρ(V
2
p − 2V 2s )∂zvz
∂tσzz = ρ(V
2
p − 2V 2s )∂xvx + ρV 2p ∂zvz
∂tσxz = ρV
2
s (∂xvz + ∂zvx)
(2.2)
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et le syste`me au deuxie`me ordre (1.4) a pour expression :{
ρ∂2t vx = ρV
2
p ∂
2
xvx + ρ(V
2
p − V 2s )∂x∂zvz + ρV 2s ∂2zvx
ρ∂2t vz = ρV
2
s ∂
2
xvz + ρ(V
2
p − V 2s )∂x∂zvx + ρV 2p ∂2zvz
(2.3)
Construire une CLA consiste a` de´velopper une condition de bord qui approche en un
certain sens un ope´rateur qui de´crit la transmission parfaite d’une onde au travers d’une
surface donne´e. Cet ope´rateur gouverne une condition aux limites transparente et dans les cas
re´alistes, il est global en temps et espace, ce qui rend difficile son inte´gration dans des sche´mas
nume´riques. Notamment, il rompt la structure creuse des matrices e´le´ments finis et plusieurs
e´coles ont vu le jour pour la construction d’ope´rateurs approche´s qui pre´servent l’architecture
des matrices discre`tes. Certains suivent les ide´es d’Engquist et Majda [EM77, EM79] qui
proposent d’exploiter les proprie´te´s alge´briques du syste`me e´crit dans le domaine de Fourier
apre`s avoir gele´ la variable normale lie´e a` la frontie`re sur laquelle la CLA est a` poser. D’autres
construisent les conditions en partant de l’expression de la solution analytique du proble`me,
comme dans [BT80, GK95] par exemple. Dans ce cas, les conditions sont e´crites pour des
surfaces particulie`res telles que la sphe`re ou l’ellipso¨ıde. Nous avons choisi de travailler dans
le cadre propose´ par Engquist et Majda. Dans notre cas, la frontie`re est plane, toujours
paralle`le a` un des axes. Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous concentrer sur le cas
d’une frontie`re verticale (un des bords du domaine d’e´tude) pour laquelle la normale est
donne´e par le vecteur directeur ex. Sans perte de ge´ne´ralite´, nous allons donc supposer que
le bord est donne´ par la re´gion du plan {x = 0} et que le domaine d’inte´reˆt se trouve dans
la re´gion {x < 0}. Nous re´e´crivons alors le syste`me dans le domaine de Fourier en gelant
toute ope´ration dans la variable x. Soient (ω, ξ) les variables de Fourier associe´es a` (t, z). Le
syste`me (2.3) devient :{
ρV 2p ∂
2
xv̂x − iξρ(V 2p − V 2s )∂xv̂z + (ρω2 − ρV 2s ξ2)v̂x = 0
ρV 2s ∂
2
xv̂z − iξρ(V 2p − V 2s )∂xv̂x + (ρω2 − ρV 2p ξ2)v̂z = 0
(2.4)
Nous obtenons alors une e´quation diffe´rentielle ordinaire en la variable x de la forme :
∂xW +MW = 0 (2.5)
ou` W = (v̂x, v̂z, ∂xv̂x, ∂z v̂z) et :
M = Miso,2D =

0 0 −1 0
0 0 0 −1
ω2−V 2s ξ2
V 2p
0 0
−iξ(V 2p −V 2s )
V 2p
0
ω2−V 2p ξ2
V 2s
−iξ(V 2p −V 2s )
V 2s
0
 (2.6)
L’e´quation (2.5) admet une solution de la forme : W = W0e
Mx dont les composantes
Wi1≤4 s’e´crivent :
Wi =
4∑
k=1
AiPike
Λix, ∀i = 1, . . . , 4
Les coefficients Ai sont des constantes a` de´terminer et (Λi, Pi) de´signe le i-e`me couple “valeur
propre vecteur propre” de la matrice M de´finie par (2.6). Chaque vecteur Pi a 4 composantes
Pik, 1 ≤ k ≤ 4.
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Dans le cas isotrope, les valeurs propres Λi et la matrice des vecteurs propres associe´s P
sont faciles a` de´terminer, sans avoir recours a` un logiciel de calcul formel. Nous obtenons :
Λiso,2D =

λp
−λp
λs
−λs
 Piso,2D =

λp λp iξ iξ
iξ −iξ −λs λs
−λ2p λ2p −iξλs iξλs
−iξλp −iξλp λ2s λ2s
 (2.7)
ou` λp et λs sont les valeurs propres associe´es respectivement aux ondes P et aux ondes S,
c’est-a`-dire : 
λp =
√
ξ2V 2p − ω2
Vp
λs =
√
ξ2V 2s − ω2
Vs
(2.8)
Le domaine de propagation e´tant de´fini comme le demi-plan {x ≤ 0}, les solutions porte´es
par des exponentielles a` exposant ne´gatif sont a` e´liminer car elles ne sont pas d’e´nergie finie.
Les solutions de l’e´quation (2.5) s’e´crivent alors pour ses deux premie`res composantes :{
v̂x = Aλpe
λpx +Biξeλsx
v̂z = Aiξe
λpx −Bλseλsx
(2.9)
et pour ses deux dernie`res composantes :{
∂xv̂x = −Aλ2peλpx −Biξλseλsx
∂xv̂z = −Aiξλpeλpx +Bλ2seλsx
(2.10)
En se plac¸ant sur la frontie`re absorbante, c’est-a`-dire en x = 0, la relation (2.9) se simplifie
en : {
v̂x(0) = Aλp +Biξ
v̂z(0) = Aiξ −Bλs
(2.11)
De meˆme pour le syste`me (2.10) :{
∂xv̂x(0) = −Aλ2p −Biξλs
∂xv̂z(0) = −Aiξλp +Bλ2s
(2.12)
Nous rappelons alors que :{
∂tσxx = ρV
2
p ∂xvx + ρ(V
2
p − 2V 2s )∂zvz
∂tσxz = ρV
2
s (∂xvz + ∂zvx)
(2.13)
qui devient, apre`s transformation de Fourier partielle en t et z :{
−iωσ̂xx = ρV 2p ∂xv̂x − iξρ(V 2p − 2V 2s )v̂z
−iωσ̂xz = ρV 2s (∂xv̂z − iξv̂x)
(2.14)
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Il est alors possible d’injecter ces relations dans le syste`me (2.12) pour obtenir :{
−iωσ̂xx = ρV 2p [−Aλ2p −Biξλs]− iξρ(V 2p − 2V 2s )v̂z
−iωσ̂xz = ρV 2s [−Aiξλp +Bλ2s]− iξρV 2s v̂x
(2.15)
Il reste maintenant a` fixer les constantes A et B en fonction de v̂ et pour cela, nous utili-
sons les e´quations (2.11) que nous injectons dans le syste`me (2.15).
Il vient 
A =
1
ξ2 − λpλs (−λsv̂x − iξv̂z)
B =
1
ξ2 − λpλs (−iξv̂x + λpv̂z)
(2.16)
Remarque 2.1 Cette me´thode, si elle est applique´e directement comme propose´ par Eng-
quist et Majda, peut s’ave´rer extreˆmement technique pour la construction de CLA d’ordre
e´leve´, comme cela est illustre´ par exemple dans [Hal80]. Toutefois, l’introduction de variables
auxiliaires peut la rendre plus pratique comme par exemple dans [Tso99]. Nous n’aborderons
pas cette question dans ce manuscrit car nous visons une application qui se contente a priori
de CLA d’ordre peu e´leve´. Le caracte`re novateur de notre travail sera donc d’e´crire une condi-
tion stable pour des mate´riaux anisotropes TTI a` des fins d’utilisation dans un code de RTM.
La relation (2.15) e´crite avec les constantes (2.16) fait intervenir les valeurs propres de la
matrice (2.6) qui s’e´crivent dans le domaine de Fourier en fonction d’une racine carre´e. En
ge´ne´ral, le retour au domaine spatio-temporel se fait en appliquant une transforme´e de Fourier
inverse, mais, en proce´dant ainsi, la condition transparente obtenue s’exprimerait comme un
ope´rateur de Fourier inte´gral en temps et espace. L’inte´gration de la condition aux limites
dans la formulation de´truirait donc la structure des matrices qui ont l’avantage d’eˆtre creuses,
rendant le syste`me implicite en couplant tous les e´le´ments du bord. De plus cela ne´cessiterait
de stocker l’historique de la solution sur le bord.
Cependant, il est possible de localiser le symbole de l’ope´rateur en appliquant une ap-
proximation de Taylor ou de Pade´. Dans le premier cas, la racine carre´e est remplace´e par un
polynoˆme, ce qui donne des ope´rateurs diffe´rentiels dans le domaine spatio-temporel. Dans
le second cas, cela me`ne a` des fractions rationnelles qui permettent aussi de manipuler des
ope´rateurs diffe´rentiels, quitte a` introduire des variables auxiliaires. Il est alors ne´cessaire
d’identifier un petit parame`tre et dans notre cas, il s’agit de ξ
2
ω2
qui est infe´rieur a` 1 dans le
coˆne de propagation et qui est toujours petit quand la fre´quence augmente. L’approximation
la plus basique de la racine carre´e est donne´e par la formule :
√
1− x = 1 + o(x) (2.17)
Dans la suite, nous utiliserons le symbole “≈” pour indiquer l’approximation en o(x) pour x
au voisinage de ze´ro. Nous rappelons qu’ici, x de´signe la variable ξ
2
ω2
, qui est proche de ze´ro
dans le coˆne de propagation.
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Conside´rons d’abord les valeurs propres de´finies a` l’e´quation (2.8). Nous avons :
λp = − iw
Vp
√
1− ξ
2V 2p
ω2
≈ − iω
Vp
λs = − iω
Vs
√
1− ξ
2V 2s
ω2
≈ − iω
Vs
(2.18)
De plus,
1
ξ2 − λpλs =
1
ω2
1
ξ2
ω2
+
1
VpVs
√
1− ξ
2V 2p
ω2
√
1− ξ
2V 2s
ω2
≈ VpVs
ω2
(2.19)
ce qui conduit a` l’expression approche´e :
A ≈ VpVs
ω2
(
iω
Vs
v̂x − iξv̂z)
B ≈ VpVs
ω2
(−iξv̂x − iω
Vp
v̂z)
(2.20)
Il ne reste plus qu’a` injecter (2.20) et (2.18) dans (2.15) :
−iωσ̂xx ≈ ρV 2p
VpVs
ω2
[
(
iω
Vs
v̂x + iξv̂z)
ω2
V 2p
+ (−iξv̂x − iω
Vp
v̂z)iξ
iω
Vs
]
− iξρ(V 2p − 2V 2s )v̂z
−iωσ̂xz ≈ ρV 2s
VpVs
ω2
[
(
iω
Vs
v̂x − iξv̂z)iξ iω
Vp
− (−iξv̂x + iω
Vp
v̂z)
ω2
V 2s
]
− iξρV 2s v̂x
(2.21)
ce qui se re´e´crit :{
ω2σ̂xx ≈ −ρVp(ω2 + ξ2V 2p )v̂x + iξρ(VsVp − 2V 2s )v̂z
ω2σ̂xz ≈ −ρVs(ω2 + ξ2V 2s )v̂z + iξρ(2V 2s − VsVp)v̂x
(2.22)
En appliquant une transforme´e de Fourier inverse, il vient finalement la condition aux
limites absorbantes :{
∂2t σxx = −ρVp(∂2t vx + V 2p ∂2zvx) + ρ(VsVp − 2V 2s )∂zvz
∂2t σxz = −ρVs(∂2t vz + V 2s ∂2zvx) + ρ(2V 2s − VsVp)∂zvx
(2.23)
Nous observons que la condition obtenue contient des de´rive´es dans la direction z. Il est
assez courant d’e´liminer ces termes (voir [Rey78] et [Hal80]) en s’appuyant que le fait que les
ondes de plus fortes amplitudes sont concentre´es dans un coˆne dont l’axe de re´volution est
selon la direction de la normale. Dans notre cas, nous pouvons donc supposer que les ondes
re´fle´chies de forte amplitude ne de´pendent pas de z. Nous proposons alors d’utiliser comme
CLA, la condition aux limites plus simple, obtenue en e´liminant les termes comportant des
de´rive´es en z et en inte´grant en temps :{
σxx = −ρVpvx
σxz = −ρVsvz
(2.24)
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2.1.2 E´tude expe´rimentale pour l’e´lastique isotrope 2D
Cas tests
Comme nous l’avons dit a` plusieurs reprises, notre objectif est d’ame´liorer un logiciel
d’imagerie du sous-sol en permettant de conside´rer des mate´riaux anisotropes. Dans cette
premie`re partie de la the`se, nous nous focalisons sur la construction de conditions aux li-
mites absorbantes dont la validation requiert de quantifier l’amplitude des ondes re´fle´chies
par la surface absorbante. Dans un cas re´aliste, les portions du sous-sol sont constitue´es de
nombreuses couches ge´ologiques diffe´rentes. Le phe´nome`ne est donc de´crit par un nombre de
re´flexions tre`s important et il n’est pas e´vident de discriminer les re´flexions re´elles internes des
re´flexions parasites ge´ne´re´es par la frontie`re du domaine d’e´tude. Nous avons donc commence´
par conside´rer des cas test simples, a` savoir un cas homoge`ne, c’est-a`-dire constitue´ d’un seul
mate´riau, puis des cas bi-couches, de type bande ou coin, voir Fig. 2.1, de dimension 10 km2
dont les caracte´ristiques physiques sont de´crites dans le tableau 2.1 (ou` nous conside´rons que
la masse volumique en 2D est une masse surfacique).
b
source
Ω1
b
source
Ω1
Ω2
b
source
Ω1
Ω2
Figure 2.1 – Cas tests isotropes 2D homoge`ne (gauche), bi-couches (centre) et coin (droite)
milieu ρ [kg.m−2] Vp [m.s−1] Vs [m.s−1]
Ω1 1 3000 1800
Ω2 1 2200 1250
Table 2.1 – Caracte´ristiques physiques des cas-tests isotropes
Source et condition initiale
Nous allons suivre la proce´dure de´crite dans la section 1.1.2 pour construire une condition
initiale et une source afin de ne ge´ne´rer qu’une onde P, qu’une onde S ou la combinaison d’une
onde P et d’une onde S.
En e´lastique isotrope 2D, la matrice de l’e´quation de dispersion s’e´crit :
Eiso,2D =
(
ρV 2p kx
2 + ρV 2s kz
2 ρ(V 2p − V 2s )kxkz
ρ(V 2p − V 2s )kxkz ρV 2s kx2 + ρV 2p kz2
)
(2.25)
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Les vecteurs propres de (2.25) sont orthogonaux et font intervenir les symboles de Fourier :
Λp =
(
ikx
ikz
)
, Λs =
(−ikz
ikx
)
(2.26)
ce qui conduit aux ope´rateurs :
Bp =
(
∂x
∂z
)
, Bs =
(−∂z
∂x
)
(2.27)
Nous rappelons que notre choix de formule pour les conditions initiales est σ
0
= 0 et
v0(x) = B?(e
−pi2||x−x0||2). Pour l’e´quation e´lastique isotrope 2D, cela conduit aux diffe´rents
choix : 
v0(x) =
(
(x− x0)
(z − z0)
)
e−pi2||x−x0||2 , pour ne ge´ne´rer qu’une onde P,
v0(x) =
(
−(z − z0)
(x− x0)
)
e−pi2||x−x0||2 , pour ne ge´ne´rer qu’une onde S,
(2.28)
ou la somme des deux pour ge´ne´rer une combinaison d’ondes P et S.
Pour utiliser une source ponctuelle a` la place d’une condition initiale, nous rappelons que
sa forme lorsqu’elle est applique´e sur l’e´quation du tenseur des contraintes est sR(t)s(x), ou`
sR(t) est une amplitude (en l’occurrence une ondelette de Ricker de´finie en (1.9)). Il suffit
ensuite de chercher s telle que ∇ · s = B?(δx0). Ecrivons cette e´galite´ pour Bp :(
∂xsxx + ∂zsxz
∂xszx + ∂zszz
)
=
(
∂x
∂z
)
δx0 (2.29)
L’identification terme a` terme conduit a` une solution simple : sxz = szx = 0 et sxx = szz = δx0 .
En proce´dant de la meˆme fac¸on pour Bs, les diffe´rents choix de sources pour l’e´quation
e´lastique isotrope 2D s’e´crivent finalement :
s(x) = δx0(x)
(
1 0
0 1
)
, pour ne ge´ne´rer qu’une onde P,
s(x) = δx0(x)
(
0 −1
1 0
)
, pour ne ge´ne´rer qu’une onde S,
(2.30)
ou la somme des deux pour ge´ne´rer une combinaison d’ondes P et S.
Remarque 2.2 Nous retrouvons la source pseudo-acoustique 2D en onde P (1.8) utilise´e
initialement dans le code DIVA isotrope.
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Re´sultats nume´riques
Sur les trois configurations de domaine de´crites Fig. 2.1 et dans le tableau 2.1, nous
allons conside´rer une source e´lastique (ondes P et S) puis des sources pseudo-acoustiques
(onde P ou onde S). Les re´sultats sur le domaine homoge`ne sont pre´sente´s Fig. 2.2, ceux des
domaines bi-couches bande et coin sont pre´sente´s Fig. 2.3 et 2.4 respectivement. Le module du
vecteur vitesse est repre´sente´ pour diffe´rents temps de simulation. A` t = 1s, nous observons
le front d’onde, ce qui permet de figer l’e´chelle des repre´sentations. A` t = 2s ou t = 3s,
nous commenc¸ons a` observer le travail des CLA car le front d’onde a atteint les bords du
domaine de calcul. Nous laissons ensuite les calculs continuer jusqu’a` t = 5s puis t = 7s. Nous
observons ainsi les re´flexions parasites propres aux bords absorbants. Les meˆmes re´sultats
sont ensuite pre´sente´s a` l’e´chelle de couleurs des re´flexions, calcule´e au temps, en fonction des
cas, t = 5s (homoge`ne) ou t = 7s (bi-couches). Toutes les valeurs des e´chelles sont regroupe´es
dans le tableau 2.2.
Nous observons un comportement connu : plus l’angle d’incidence de l’onde s’e´loigne de
l’axe normal, plus les re´flexions sont fortes, avec une absorption totale a` incidence normale.
C’est tout a` fait cohe´rent avec le mode d’approximation qui a e´te´ choisi pour localiser la
condition aux limites transparente. De plus, les ondes S ge´ne`rent des re´flexions plus fortes
que celles des ondes P, ce qui justifie aussi le choix de conside´rer une source en onde P seule,
pour mieux e´tudier les re´flexions et se rapprocher des mode`les pseudo-acoustiques utilise´s par
les ge´ophysiciens.
source temps homoge`ne
bi-couche bi-couche
bande coin
PS
1s / 1s / 1s 1.56 1.61 1.60
5s / 7s / 7s 0.11 0.27 0.26
P
1s / 1s / 1s 1.22 1.45 1.55
5s / 7s / 7s 0.04 0.14 0.10
S
1s / 1s / 1s 1.57 1.57 1.57
5s / 7s / 7s 0.11 0.27 0.26
Table 2.2 – Valeurs maximales du module du vecteur vitesse pour l’e´tude isotrope 2D
Remarque 2.3 Les re´sultats que nous obtenons sont en ade´quation avec ceux des autres
codes de´veloppe´s dans l’e´quipe. Il e´tait cependant ne´cessaire de les lancer pour deux raisons :
ils permettent de valider la formulation isotrope que nous utilisons et ils seront utiles par la
suite en nous fournissant des cas de re´fe´rence en vue de la validation des cas d’anisotropie.
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(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
(c) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(d) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
(e) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(f) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
Figure 2.2 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a` droite) sur la configuration homoge`ne isotrope 2D
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(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
(c) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(d) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
(e) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(f) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
Figure 2.3 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a` droite) sur la configuration bi-couche bande isotrope 2D
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(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
(c) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(d) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
(e) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(f) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
Figure 2.4 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a` droite) sur la configuration bi-couche coin isotrope 2D
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2.2 Construction d’une CLA VTI par diagonalisation
2.2.1 Construction d’une CLA pour un mate´riau VTI 2D
L’anisotropie de type VTI est repre´sente´e par des tenseurs dont les coefficients ne sont pas
tre`s e´loigne´s des coefficients des tenseurs isotropes. Il nous est ainsi possible d’appliquer le
meˆme processus de construction qu’a` la section 2.1. Comme auparavant, nous nous focalisons
sur le cas 2D car il est plus simple a` exposer.
Dans un mate´riau anisotrope VTI, la matrice d’e´lasticite´ (1.20) s’e´crit :
CV TI,2D =
C11 C13 0C33 0
C44
 (2.31)
Le syste`me de l’e´lastodynamique au premier ordre (1.5) est alors donne´ par :
ρ∂tvx = ∂xσxx + ∂zσxz
ρ∂tvz = ∂xσxz + ∂zσzz
∂tσxx = C11∂xvx + C13∂zvz
∂tσzz = C13∂xvx + C33∂zvz
∂tσxz = C44(∂xvz + ∂zvx)
(2.32)
et le syste`me au deuxie`me ordre (1.4) est de´fini par :{
ρ∂2t vx = C11∂
2
xvx + (C13 + C44)∂x∂zvz + C44∂
2
zvx
ρ∂2t vz = C44∂
2
xvz + (C13 + C44)∂x∂zvx + C33∂
2
zvz
(2.33)
Comme pour le cas isotrope, nous supposons que la frontie`re absorbante est parame´tre´e
par x = 0. En supposant que le domaine d’inte´reˆt est de´fini par x ≤ 0, la normale unitaire
exte´rieure est de´finie par le vecteur de base ex. Soient (ω, ξ) les variables de Fourier associe´es
a` (t, z). Dans le domaine de Fourier, le syste`me (2.33) se re´e´crit :{
C11∂
2
xv̂x − iξ(C13 + C44)∂xv̂z + (ρω2 − C44ξ2)v̂x = 0
C44∂
2
xv̂z − iξ(C13 + C44)∂xv̂x + (ρω2 − C33ξ2)v̂z = 0
(2.34)
L’e´quation (2.34) est une e´quation diffe´rentielle ordinaire en la variable x de la forme :
∂xW +MW = 0 (2.35)
avec W = (v̂x, v̂z, ∂xv̂x, ∂xv̂z) et :
M = MV TI,2D =

0 0 −1 0
0 0 0 −1
ρω2−C44ξ2
C11
0 0 −iξ(C13+C44)C11
0 ρω
2−C33ξ2
C44
−iξ(C13+C44)
C44
0
 (2.36)
L’e´quation (2.35) admet des solutions de la forme :W = W0e
Mx ieWi =
4∑
k=1
AiPike
Λix, ∀i =
1, . . . , 4, ou` Ai sont des constantes a` de´terminer et (Λi, Pi) de´signe le i-e`me couple “valeur
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propre vecteur propre” de la matrice M de´finie en (2.36).
Les valeurs propres Λ et la matrice des vecteurs propres associe´s P sont plus difficiles a`
calculer que dans le cas isotrope au sens ou` il n’est pas aise´ de proce´der a` des calculs a` la
main. En utilisant le logiciel MapleTM [Maple] (voir annexe A.2), nous obtenons :
ΛV TI,2D =

λp
−λp
λs
−λs
 PV TI,2D =

λpXp λpXp iξXs iξXs
iξ −iξ −λs λs
−λ2pXp λ2pXp −iξλsXs iξλsXs
−iξλp −iξλp λ2s λ2s
 (2.37)
avec 
Xp =
ξ2(C13 + C44)(ρω
2 − ξ2C33)
C11C44λ2p
(
ρω2 − ξ2C33
C44
+ λ2s
)
Xs =
(C13 + C44)(ρω
2 − ξ2C33)
C11C44
(
ρω2 − ξ2C33
C44
+ λ2p
)
(2.38)
Les valeurs propres λp et λs, associe´es respectivement aux ondes P et aux ondes S sont
de´finies par : 
λp =
√
αξ2 + βρω2 +
√
γξ4 + ηρξ2ω2 + νρ2ω4
λs =
√
αξ2 + βρω2 −
√
γξ4 + ηρξ2ω2 + νρ2ω4
(2.39)
avec 
α = −C
2
13 − C33C11 + 2C13C44
2C11C44
β = −C11 + C44
2C11C44
γ = α2 − C33
C11
η = 2αβ +
C33 + C44
C11C44
ν =
(
C11 − C44
2C11C44
)2
(2.40)
Remarque 2.4 A` notre connaissance, il n’existe qu’un article [Pod12] dans lequel la com-
pose´e des deux racines carre´es est approche´e par une formule plus e´labore´e mais l’approxima-
tion n’est valide que dans un cas particulier de syme´trie axiale. Dans ce cas, l’ope´rateur est
localise´ en espace en utilisant des approximations de Pade´ et le noyau en temps est approche´
par des exponentielles.
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Remarque 2.5 Les valeurs propres s’expriment ici a` l’aide de la composition de deux racines
carre´es comme illustre´ dans (2.39). Ce terme complique´ est un te´moin du couplage entre les
ondes P et les ondes S qui est induit par l’anisotropie. Si les parame`tres (1.22) sont fixe´s
a` ze´ro, les valeurs propres se simplifient et cela me`ne a` la forme simple des valeurs propres
obtenues dans le cas isotrope (2.8).
Le domaine de propagation e´tant de´fini comme le demi-plan {x ≤ 0}, les solutions porte´es
par des exponentielles a` exposant ne´gatif sont a` e´liminer car elles ne sont pas d’e´nergie finie.
Les solutions de l’e´quation (2.35) s’e´crivent alors pour ses deux premie`res composantes :{
v̂x = AXpλpe
λpx +BXsiξe
λsx
v̂z = Aiξe
λpx −Bλseλsx
(2.41)
et pour ses deux dernie`res composantes :{
∂xv̂x = −AXpλ2peλpx −BXsiξλseλsx
∂xv̂z = −Aiξλpeλpx +Bλ2seλsx
(2.42)
En se plac¸ant sur la frontie`re absorbante, c’est-a`-dire en x = 0, la relation (2.41) se
simplifie en : {
v̂x(0) = AXpλp +BXsiξ
v̂z(0) = Aiξ −Bλs
(2.43)
De meˆme, le syste`me (2.42) devient en x = 0 :{
∂xv̂x(0) = −AXpλ2p −BXsiξλs
∂xv̂z(0) = −Aiξλp +Bλ2s
(2.44)
Nous rappelons maintenant que :{
∂tσxx = C11∂xvx + C13∂zvz
∂tσxz = C44(∂xvz + ∂zvx)
(2.45)
qui devient, apre`s transformation de Fourier partielle en t et z :{
−iωσ̂xx = C11∂xv̂x − iξC13v̂z
−iωσ̂xz = C44(∂xv̂z − iξv̂x)
(2.46)
Il est alors possible d’injecter ces relations dans le syste`me (2.44) pour obtenir :{
−iωσ̂xx = C11[−AXpλ2p −BXsiξλs]− iξC13v̂z
−iωσ̂xz = C44[−Aiξλp +Bλ2s]− iξC44v̂x
(2.47)
Il reste maintenant a` fixer les constantes A et B en fonction de v̂ et pour cela, nous utili-
sons les e´quations (2.43).
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Il vient : 
A =
1
Xsξ2 −Xpλpλs (−λsv̂x − iξXsv̂z)
B =
1
Xsξ2 −Xpλpλs (−iξv̂x +Xpλpv̂z)
(2.48)
Comme pour le cas isotrope, nous localisons la condition en appliquant une approximation
de Taylor d’ordre ze´ro en adoptant la notation “≈” introduite a` la section pre´ce´dente. Le petit
parame`tre est toujours ξ
2
ω2
et les valeurs propres de´finies a` l’e´quation (2.39) se simplifient alors
a` l’ordre ze´ro avec notamment la formule de la racine carre´e (2.17) :
λp = −iω
√
−α ξ2
ω2
− βρ−
√
γ ξ
4
ω4
+ ηρ ξ
2
ω2
+ νρ2 ≈ −iω
√
−βρ−
√
νρ2 = −√ρ iω√
C11
λs = −iω
√
−α ξ2
ω2
− βρ+
√
γ ξ
4
ω4
+ ηρ ξ
2
ω2
+ νρ2 ≈ −iω
√
−βρ+
√
νρ2 = −√ρ iω√
C44
(2.49)
La simplification au premier ordre du syste`me (2.47) est plus complexe que pour le cas
isotrope puisqu’elle fait intervenir les termes Xp et Xs. Ce calcul a donc e´te´ effectue´ a` l’aide
de MapleTM, le de´tail est donne´ en annexe A.3. Cela conduit au syste`me :−iωσ̂xx ≈
√
ρiω
√
C11v̂x +
(
iξ(C11 −
√
C11
√
C44)
C13 + C44
C11 − C44 − iξC13
)
v̂z
−iωσ̂xz ≈ −iξC44v̂x +√ρiω
√
C44v̂z
(2.50)
En appliquant une transforme´e de Fourier inverse, il vient finalement la condition aux
limites absorbantes :∂tσxx = −
√
ρ∂t
√
C11vx +
(
−∂z(C11 −
√
C11
√
C44)
C13 + C44
C11 − C44 + ∂zC13
)
vz
∂tσxz = ∂zC44vx −√ρ∂t
√
C44vz
(2.51)
Comme dans le cas isotrope, nous proposons d’utiliser comme CLA, la condition aux
limites plus simple, obtenue en ne´gligeant les de´rive´es en z (voir [Rey78] et [Hal80]) et en
inte´grant en temps : {
σxx = −
√
ρC11vx
σxz = −
√
ρC44vz
(2.52)
Remarque 2.6 La condition aux limites absorbantes (2.52) avec les coefficients du tenseur
e´lastique est valable pour tous les proble`mes orthotropes 2D et donc en particulier pour le
VTI. Cette CLA orthotrope 2D d’ordre faible a de´ja` e´te´ formule´e dans [Bec91], a` l’aide des
e´quations de Christoffel.
En utilisant la valeur des coefficients TI (1.21), nous obtenons finalement la CLA VTI :{
σxx = −ρVp
√
1 + 2εvx
σxz = −ρVsvz
(2.53)
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Remarque 2.7 Lorsque ε = 0, la CLA VTI (2.53) co¨ıncide avec la CLA isotrope (2.24).
De plus, il est a` noter que nous avons obtenu une CLA VTI qui ne fait pas intervenir le
coefficient de Thomsen δ. Nous reviendrons sur cette proprie´te´ plus loin car elle sera cruciale
pour mettre en œuvre notre technique de construction d’une CLA TTI.
2.2.2 Construction de CLA VTI 2D par de´couplage des ondes
Le syste`me de l’e´lastodynamique portant sur les ondes P et S peut eˆtre transforme´ en deux
sous-proble`mes pseudo-acoustiques en fixant Vs ou Vp a` ze´ro. Cela n’a pas de sens physique
mais permet d’isoler les termes des e´quations qui n’interviennent que sur l’une des deux ondes.
Le meˆme processus de construction de CLA par diagonalisation peut alors eˆtre applique´ a`
chaque sous-proble`me. L’ide´e ici est d’observer que la CLA VTI du proble`me e´lastique (2.53)
base´e sur des approximations et des simplifications est e´gale a` la somme des contributions
des CLA des sous-proble`mes pseudo-acoustiques en onde P et en onde S. Nous reviendrons
sur ce point pendant le processus de construction des CLA TTI.
Sous-proble`me en ondes P
Lorsque Vs = 0, les coefficients de la matrice VTI (2.31) se simplifient : C11 = ρV
2
p (1 +
2ε), C33 = ρV
2
p , C44 = 0, C13 = ρV
2
p
√
1 + 2δ. Le syste`me de l’e´lastodynamique VTI 2D au
premier ordre (2.32) conduit alors a` un sous-proble`me pseudo-acoustique VTI en ondes P :
ρ∂tvx = ∂xσxx
ρ∂tvz = ∂zσzz
∂tσxx = C11∂xvx + C13∂zvz
∂tσzz = C13∂xvx + C33∂zvz
(2.54)
Soient (ω, ξ) les variables de Fourier associe´es a` (t, z). Le syste`me (2.54) se re´e´crit :
−ρiωv̂x = ∂xσ̂xx
−ρiωv̂z = −iξσ̂zz
−iωσ̂xx = C11∂xv̂x − C13iξv̂z
−iωσ̂zz = C13∂xv̂x − C33iξv̂z
(2.55)
Apre`s simplifications, le syste`me (2.55) devient :
∂xσ̂xx = −ρiωv̂x
σ̂zz =
ρω
ξ v̂z
(C11 − iξC
2
13
C33iξ+
ρω2
iξ
)∂xv̂x = −iωσ̂xx
v̂z =
C13
C33iξ+
ρω2
iξ
∂xv̂x
(2.56)
Le syste`me forme´ de la premie`re et de la troisie`me e´quation de (2.56) conduit a` une e´quation
diffe´rentielle ordinaire en la variable x de la forme :
∂xW +MW = 0 (2.57)
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ou` W = (σ̂xx, v̂x) et :
M = MV TI,2D,P =
[
0 ρiω
iω C33ξ
2−ρω2
(C11C33−C213)ξ2−C11ρω2
0
]
(2.58)
L’e´quation (2.57) admet une solution de la forme : W = W0e
Mx dont les composantes
sont telles que Wi =
4∑
k=1
AiPike
Λix, ∀i = 1, . . . , 4, avec Ai des constantes a` de´terminer et
(Λi, Pi) de´signant le couple i-e`me couple “valeur propre vecteur propre” de la matrice M
de´finie par (2.58).
Les valeurs propres Λ et la matrice des vecteurs propres associe´s P sont faciles a` de´terminer :
ΛV TI,2D,P =
[
λp
−λp
]
PV TI,2D,P =
[
1 −ρiωλp
λp
ρiω 1
]
(2.59)
avec λp la valeur propre relative aux ondes P du sous-proble`me pseudo-acoustique de´couple´ :
λp =
√
−ρω2(C33ξ2 − ρω2)
(C11C33 − C213)ξ2 − C11ρω2
(2.60)
Le domaine de propagation e´tant de´fini comme le demi-plan {x ≤ 0}, les solutions porte´es
par des exponentielles a` exposant ne´gatif sont a` e´liminer car elles ne sont pas d’e´nergie finie.
Les solutions de l’e´quation (2.57) s’e´crivent alors :{
σ̂xx = Ae
λpx
v̂x = A
λp
ρiωe
λpx
(2.61)
En se plac¸ant sur la frontie`re absorbante, c’est-a`-dire en x = 0, la relation (2.61) se
simplifie en : {
σ̂xx(0) = A
v̂x(0) = A
λp
ρiω
(2.62)
Ce qui se conduit a` la relation :
ρiωv̂x = λpσ̂xx (2.63)
Nous localisons la condition en appliquant une approximation de Taylor d’ordre ze´ro en
adoptant la notation “≈” introduite a` la section pre´ce´dente. Comme le terme ξ2
ω2
est tre`s petit,
la racine carre´e de la valeur propre (2.60) peut alors eˆtre approche´e suivant la formule (2.17) :
λp = −
√
ρiω√
C11
+O(
ξ2
ω2
) (2.64)
L’e´galite´ (2.63) se simplifie alors en :
ρiωv̂x ≈ −
√
ρiω√
C11
σ̂xx (2.65)
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Apre`s transforme´e de Fourier inverse, l’e´galite´ (2.65) donne la CLA ordre faible VTI 2D
en ondes P du sous-proble`me pseudo-acoustique de´couple´ :
σxx = −ρVp
√
1 + 2εvx (2.66)
Remarque 2.8 La CLA d’ordre faible VTI 2D du sous-proble`me en ondes P ne fait pas
intervenir le coefficient de Thomsen δ.
Sous-proble`me en ondes S
Lorsque Vp = 0, les coefficients de la matrice d’e´lasticite´ (2.31) se simplifient. Le syste`me de
l’e´lastodynamique VTI 2D au premier ordre (2.32) conduit alors a` un sous-proble`me pseudo-
acoustique en ondes S : 
ρ∂tvx = ∂xσxx + ∂zσxz
ρ∂tvz = ∂xσxz + ∂zσzz
∂tσxx = −2ρV 2s ∂zvz
∂tσzz = −2ρV 2s ∂xvx
∂tσxz = ρV
2
s (∂xvz + ∂zvx)
(2.67)
Soient (ω, ξ) les variables de Fourier associe´es a` (t, z). Le syste`me (2.67) se re´e´crit :
−ρiωv̂x = ∂xσ̂xx − iξσ̂xz
−ρiωv̂z = ∂xσ̂xz − iξσ̂zz
−iωσ̂xx = 2ρV 2s iξv̂z
−iωσ̂zz = −2ρV 2s ∂xv̂x
−iωσ̂xz = ρV 2s (∂xv̂z − iξv̂x)
(2.68)
Apre`s simplifications, les deux premie`res e´quations du syste`me (2.68) deviennent :{
v̂x =
V 2s iξ
V 2s ξ
2−ω2∂xv̂z
v̂z = −V
2
s
ω2
∂2xv̂z − iξV
2
s
ω2
∂xv̂x
(2.69)
La substitution de la premie`re e´quation dans la seconde me`ne a` une e´quation diffe´rentielle
ordinaire en la variable x :
∂xW +MW = 0 (2.70)
avec W = (∂xv̂z, v̂z) et :
M = MV TI,2D,S =
[
0 ξ2 − ω2
V 2s
−1 0
]
(2.71)
L’e´quation (2.70) admet une solution de la forme : W = W0e
Mx dont les composantes
sont telles que Wi =
4∑
k=1
AiPike
Λix, ∀i = 1, . . . , 2, avec Ai des constantes a` de´terminer et
(Λi, Pi) de´signant le couple i-e`me couple “valeur propre vecteur propre” de la matrice M
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de´finie par (2.71).
Les valeurs propres Λ et la matrice des vecteurs propres associe´s P sont faciles a` de´terminer :
Λ2D,S =
[
λs
−λs
]
P2D,S =
[
1 −λs
1
λs
1
]
(2.72)
avec λs la valeur propre relative aux ondes S du sous-proble`me pseudo-acoustique de´couple´ :{
λs =
√
ω2 − ξ2V 2s
Vs
(2.73)
Le domaine de propagation e´tant de´fini comme le demi-plan {x ≤ 0}, les solutions porte´es
par des exponentielles a` exposant ne´gatif sont a` e´liminer car elles ne sont pas d’e´nergie finie.
Les solutions de l’e´quation (2.70) s’e´crivent alors :{
∂xv̂z = Ae
λsx
v̂z = A
1
λs
eλsx
(2.74)
En se plac¸ant sur la frontie`re absorbante, c’est-a`-dire en x = 0, la relation (2.74) se
simplifie en : {
∂xv̂z(0) = A
v̂z(0) = A
1
λs
(2.75)
Ce qui se conduit a` la relation :
λsv̂z = ∂xv̂z (2.76)
Nous localisons la condition en appliquant une approximation de Taylor d’ordre ze´ro en
adoptant la notation “≈” introduite a` la section pre´ce´dente. Comme le terme ξ2
ω2
est tre`s petit,
la racine carre´e de la valeur propre (2.73) peut alors eˆtre approche´e suivant la formule (2.17)
comme pour le sous-proble`me en onde P et la relation (2.76) devient :
iω
Vs
v̂z ≈ ∂xv̂z (2.77)
Apre`s transforme´e de Fourier inverse, l’e´galite´ (2.77) donne une CLA d’ordre faible :
∂xvz = − 1
Vs
∂tvz (2.78)
En utilisant l’e´quation sur σxz du syste`me (2.67) : ∂tσxz = ρV
2
s (∂xvz+∂zvx), la CLA (2.78)
est e´quivalente a` :
∂tσxz = ρV
2
s ∂zvx − ρVs∂tvz (2.79)
Pour terminer, les termes comportant des de´rive´es en z sont e´limine´s pour se focaliser sur
les ondes de plus fortes amplitudes, conduisant a` une CLA VTI en ondes S plus simple pour
sous-proble`me pseudo-acoustique de´couple´ :
σxz = −ρVsvz (2.80)
Remarque 2.9 Le sous-proble`me pseudo-acoustique en onde S 2D est le meˆme pour des
configurations isotrope ou VTI. En effet, il ne fait intervenir aucun coefficient de Thomsen.
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2.2.3 E´tude expe´rimentale pour l’e´lastique VTI 2D
Cas tests
Pour commencer, nous reprenons les cas tests simples de´ja` de´crits dans le cas isotrope, a`
savoir un cas homoge`ne, c’est-a`-dire avec un seul mate´riau, puis des cas bi-couches, de type
bande ou coin, voir Fig. 2.5, de dimension 10 km2 dont les caracte´ristiques physiques sont
de´crites dans le tableau 2.3 (ou` nous conside´rons que la masse volumique en 2D est une masse
surfacique).
b
source
Ωe1
b
source
Ωe1
Ω2
b
source
Ωe1
Ω2
Figure 2.5 – Cas tests VTI 2D homoge`ne (gauche), bi-couches (centre) et coin (droite)
milieu ρ [kg.m−2] Vp [m.s−1] Vs [m.s−1] ε δ
Ω1 1 3000 2200 0.20 0.10
Ωe1 1 3000 2200 0.20 0.20
Ω2 1 1800 1100 0.15 0.05
Table 2.3 – Caracte´ristiques physiques des cas-tests VTI
Source et condition initiale
De meˆme que pour le cas isotrope, nous allons suivre la proce´dure de´crite dans la sec-
tion 1.1.2 pour construire une condition initiale et une source afin de ne ge´ne´rer qu’une onde
P, qu’une onde S ou la combinaison d’une onde P et d’une onde S.
En VTI 2D, la matrice de l’e´quation de dispersion s’e´crit :
EV TI,2D =
(
C11kx
2 + C44kz
2 (C44 + C13)kxkz
(C44 + C13)kxkz C44kx
2 + C33kz
2
)
(2.81)
ou` C est la matrice d’e´lasticite´ VTI 2D (2.31).
Dans le cas elliptique, les vecteurs propres de (2.81) sont orthogonaux et font intervenir
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les symboles de Fourier :
Λp =

√
κ2V 2p − V 2s ikx√
V 2p − V 2s ikz
 , Λs =

−
√
V 2p − V 2s ikz√
κ2V 2p − V 2s ikx
 (2.82)
ce qui conduit aux ope´rateurs :
Bp =

√
κ2V 2p − V 2s ∂x√
V 2p − V 2s ∂z
 , Bs =

−
√
V 2p − V 2s ∂z√
κ2V 2p − V 2s ∂x
 (2.83)
Nous rappelons que notre choix de formule pour les conditions initiales est σ
0
= 0 et
v0(x) = B?(e
−pi2||x−x0||2). Pour l’e´quation e´lastique VTI elliptique 2D, cela conduit aux
diffe´rents choix :
v0(x) =

√
κ2V 2p − V 2s (x− x0)
√
V 2p − V 2s (z − z0)
 e−pi2||x−x0||2 , pour ne ge´ne´rer qu’une onde P,
v0(x) =

−
√
V 2p − V 2s (z − z0)
√
κ2V 2p − V 2s (x− x0)
 e−pi2||x−x0||2 , pour ne ge´ne´rer qu’une onde S,
(2.84)
ou la somme des deux pour ge´ne´rer une combinaison d’ondes P et S.
Pour utiliser une source ponctuelle a` la place d’une condition initiale, nous rappelons que
sa forme lorsqu’elle est applique´e sur l’e´quation du tenseur des contraintes est sR(t)s(x), ou`
sR(t) est une amplitude (en l’occurrence une ondelette de Ricker de´finie en (1.9)). Il suffit
ensuite de chercher s telle que ∇ · s = B?(δx0). Ecrivons cette e´galite´ pour Bp :∂xsxx + ∂zsxz
∂xszx + ∂zszz
 =

√
κ2V 2p − V 2s ∂x√
V 2p − V 2s ∂z
 δx0 (2.85)
L’identification terme a` terme conduit a` une solution simple : sxx =
√
κ2V 2p − V 2s δx0 , sxz =
szx = 0 et szz =
√
V 2p − V 2s δx0 . En proce´dant de la meˆme fac¸on pour Bs, les diffe´rents choix
de sources pour l’e´quation e´lastique VTI elliptique 2D s’e´crivent finalement :
s(x) = δx0(x)
√κ2V 2p − V 2s 0
0
√
V 2p − V 2s
 , pour ne ge´ne´rer qu’une onde P,
s(x) = δx0(x)
 0 −√V 2p − V 2s√
κ2V 2p − V 2s 0
 , pour ne ge´ne´rer qu’une onde S,
(2.86)
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ou la somme des deux pour ge´ne´rer une combinaison d’ondes P et S.
Re´sultats nume´riques
Comme pour le cas isotrope, sur les trois configurations de domaine de´crites Fig. 2.5 et
dans le tableau 2.3, nous allons conside´rer une source e´lastique (ondes P et S) puis des sources
pseudo-acoustiques (onde P ou onde S). Les re´sultats sur le domaine homoge`ne sont pre´sente´s
Fig. 2.6, ceux des domaines bi-couches bande et coin sont pre´sente´s Fig. 2.7 et 2.8 respecti-
vement. Le module du vecteur vitesse est repre´sente´ pour diffe´rents temps de simulation. A`
t = 1s, nous observons le front d’onde, ce qui permet de figer l’e´chelle des repre´sentations. A`
t = 2s ou t = 3s, nous commenc¸ons a` observer le travail des CLA car le front d’onde a atteint
les bords du domaine de calcul. Nous laissons ensuite les calculs continuer jusqu’a` t = 5s puis
t = 7s. Nous observons ainsi les re´flexions parasites propres aux bords absorbants. Les meˆmes
re´sultats sont ensuite pre´sente´s a` l’e´chelle de couleurs des re´flexions, calcule´e au temps, en
fonction des cas, t = 5s (homoge`ne) ou t = 7s (bi-couches). Toutes les valeurs des e´chelles
sont regroupe´es dans le tableau 2.4.
De meˆme qu’en isotrope, nous observons un comportement connu : plus l’angle d’incidence
de l’onde s’e´loigne de l’axe normal, plus les re´flexions sont fortes. C’est tout a` fait cohe´rent avec
le mode d’approximation qui a e´te´ choisi pour localiser la condition aux limites transparente,
qui est le meˆme que pour le cas isotrope. De plus, les ondes S ge´ne`rent des re´flexions plus
fortes que celles des ondes P, ce qui justifie aussi le choix de conside´rer une source en onde
P seule, pour mieux e´tudier les re´flexions et se rapprocher des mode`les pseudo-acoustiques
utilise´s par les ge´ophysiciens.
source temps homoge`ne
bi-couche bi-couche
bande coin
PS
1s / 1s / 1s 2.00 2.00 2.00
5s / 7s / 7s 0.12 0.29 0.33
P
1s / 1s / 1s 1.68 1.68 1.68
5s / 7s / 7s 0.04 0.12 0.06
S
1s / 1s / 1s 2.00 2.00 2.00
5s / 7s / 7s 0.12 0.30 0.29
Table 2.4 – Valeurs maximales du module du vecteur vitesse pour l’e´tude VTI 2D
Remarque 2.10 Comme dit pre´ce´demment, ces CLA VTI 2D ont de´ja` e´te´ explicite´es, par
exemple dans [Bec91]. Cependant, a` notre connaissance, il n’y a pas de re´fe´rence ni sur des
re´sultats nume´riques, ni sur la construction d’une source ou d’une condition initiale VTI
(elliptique ou non). Comme les PML sont stables dans beaucoup de configurations VTI, elles
sont privile´gie´es car plus pre´cises. Nous pouvons ne´anmoins comparer nos re´sultats VTI avec
nos re´sultats isotropes.
Comparaison avec la CLA isotrope
Nous proposons maintenant de comparer la CLA VTI a` la CLA isotrope dans le domaine
homoge`ne VTI elliptique. Les re´sultats avec des sources e´lastiques (ondes P et S) et pseudo-
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acoustiques (onde P et onde S) sont repre´sente´s pour la CLA isotrope Fig. 2.9 (a` comparer
avec la Fig. 2.6). Il apparaˆıt avant toute chose que les re´flexions sont assez faibles meˆme en
utilisant une CLA isotrope. La plus grosse diffe´rence re´side dans la re´flexion de l’onde P en
onde P qui n’apparaˆıt pas dans le cas de la CLA VTI et qui est tre`s pre´sente dans le cas de la
CLA isotrope. La re´flexion d’onde P en onde S est aussi plus forte avec une CLA isotrope, ceci
peut se ve´rifier en comparant les e´chelles de repre´sentation des calculs. Enfin, les re´flexions
de l’onde S sont comparables et cela est logique puisque la partie concernant l’onde S dans la
CLA est la meˆme.
Non-elliptique
Un exemple de configuration non-elliptique est propose´ dans un domaine homoge`ne avec
les parame`tres pre´cise´s dans le tableau 2.3. Les re´sultats sont pre´sente´s pour une source
e´lastique Fig. 2.10. La comparaison avec l’utilisation d’une CLA isotrope est pre´sente´e Fig. 2.11.
De meˆme que pour le cas elliptique, les re´flexions de l’onde P sont beaucoup plus fortes avec
une CLA isotrope.
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(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
(c) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(d) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
(e) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(f) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
Figure 2.6 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a` droite) sur la configuration VTI homoge`ne 2D
60
2.2. Construction d’une CLA VTI par diagonalisation
(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
(c) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(d) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
(e) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(f) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
Figure 2.7 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a` droite) sur la configuration bi-couche bande VTI 2D
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(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
(c) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(d) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
(e) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(f) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
Figure 2.8 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a` droite) sur la configuration bi-couche coin VTI 2D
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(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s : 2.00
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s : 0.15
(c) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s : 1.68
(d) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s : 0.04
(e) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s : 2.00
(f) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s : 0.14
Figure 2.9 – Comparaison avec la CLA isotrope a` t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de gauche a` droite)
sur la configuration homoge`ne VTI 2D
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(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
Figure 2.10 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 1s, 2s, 5s et 7s pour
un cas 2D VTI non-elliptique homoge`ne. Les valeurs maximales sont 2.04 et 0.11 aux temps
respectifs t = 1s et t = 5s.
(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
Figure 2.11 – Comparaison avec la CLA isotrope a` t = 1s, 2s, 5s et 7s pour un cas 2D VTI
non-elliptique homoge`ne. Les valeurs maximales sont 2.04 et 0.13 aux temps respectifs t = 1s
et t = 5s.
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2.3 Stabilite´ de la CLA VTI 2D
2.3.1 Stabilite´ des proble`mes mixtes continu, semi-discret et discret
E´nergie associe´e au proble`me mixte continu
Nous rappelons que les parame`tres physiques sont de´finis par ρ > 0, Vp > 0, Vs > 0 et
C syme´trique et positif, ie ∀ξ syme´trique, (C ξ) : ξ > 0. Le tenseur C est donc inversible et
nous noterons C−1 son inverse, qui est aussi positif.
Pour e´tudier la stabilite´ de la CLA dans le cas continu, introduisons le domaine Ωx =
{Ω : x ∈] − ∞, 0]} et Γx sa frontie`re de´finie par {x = 0}. Soit la fonction E(t) =
1
2
(
||v||2Ωx,ρ + ||σ||2Ωx,C−1
)
. Alors, formellement :
d
dt
E(t) =
∫
Ωx
ρ∂tv · vdx +
∫
Ωx
∂tσ : (C
−1 σ)dx (2.87)
Il est possible de modifier la premie`re inte´grale de (2.87) en utilisant la premie`re e´quation
du syste`me de l’e´lastodynamique (1.5) puis en appliquant une inte´gration par partie (formule
de Green). Il vient :∫
Ωx
ρ∂tv · vdx =
∫
Ωx
(∇ · σ) · vdx = −∫
Ωx
σ :∇vdx +
∫
Γx
(σn) · vdx (2.88)
De meˆme, la deuxie`me inte´grale de (2.87) peut eˆtre modifie´e en utilisant la deuxie`me
e´quation du syste`me de l’e´lastodynamique (1.5) et le fait que ∀ξ, (C (v)) : ξ = (C ξ) :∇v.
Nous obtenons :∫
Ωx
∂tσ : (C
−1 σ)dx =
∫
Ωx
(C (v)) : (C−1 σ)dx =
∫
Ωx
σ :∇vdx (2.89)
En injectant les deux inte´grales (2.88) et (2.89) dans l’e´quation (2.87), il vient alors :
d
dt
E(t) =
∫
Γx
(σn) · vdx (2.90)
Le vecteur n de´signe la normale exte´rieure a` Γx donc n = (1, 0) et σn = (σxx, σxz). Enfin,
sur la frontie`re Γx, les composantes de σ sont de´finies par la CLA VTI du syste`me (2.53).
Ainsi :
d
dt
E(t) = −
∫
Γx
(
ρVp
√
1 + 2εv2x + ρVsv
2
z
)
dx (2.91)
Comme cette quantite´ est ne´gative, l’e´nergie du syste`me continu est de´croissante, ce qui assure
la stabilite´ du proble`me de l’e´lastodynamique 2D VTI avec la CLA (2.53).
E´nergie associe´e au proble`me mixte semi-discret
En reprenant les de´veloppements de la sous-section 1.3.2 sur la discre´tisation par DGM,
la formulation variationnelle (1.36) du syste`me de l’e´lastodynamique au premier ordre (1.5),
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peut s’e´crire sous la forme :

∑
K∈Th
∫
K
ρ∂tv ·wdx = −
∑
K∈Th
∫
K
σ :∇wdx
+
∑
K∈Th
∑
L∈Th
∫
∂K∩∂L\Γout
{{σ}}JwK · ndx + ∫
∂K∩Γout
σn ·wdx

∑
K∈Th
∫
K
∂tσ : ξdx = −
∑
K∈Th
∫
K
(
∇ · (C ξ)
)
· vdx
+
∑
K∈Th
∑
L∈Th
∫
∂K∩∂L\Γout
J(C ξ)K{{v}} · ndx + ∫
∂K∩Γout
(C ξ)v · ndx

(2.92)
Ce sche´ma est utilise´ dans le code DIVA de Total et, nume´riquement, les calculs sont
faits e´le´ment par e´le´ment. Pour les termes de flux, les calculs sont partage´s par rapport a` la
fonction-test w ou ξ. La seconde e´quation de (2.92) s’e´crit alors pour un e´le´ment K :
∫
K
∂tσ : ξdx = −
∫
K
(
∇ · (C ξ)
)
· vdx +
∫
∂K\Γout
(C ξ){{v}} · ndx +
∫
∂K∩Γout
(C ξ)v · ndx
En de´veloppant, il vient :
∫
K
∂tσ : ξdx = −
∫
K
(
∇ · (C ξ)
)
·vdx+
∫
∂K\Γout
1
2
(C ξ)(v+vext) ·ndx+
∫
∂K∩Γout
(C ξ)v ·ndx
ou` le terme vext correspond a` v sur l’e´le´ment voisin a` K par rapport a` chaque face de ∂K .
Puis, en faisant l’inte´gration par partie inverse, nous avons :
∫
K
∂tσ : ξdx =
∫
∂K\Γout
1
2
(C ξ)(v+vext)·ndx+
∫
∂K∩Γout
(C ξ)v·ndx+
∫
K
(C ξ) :∇vdx−
∫
∂K
(C ξ)v·ndx
Les termes en v se regroupent alors :
∫
K
∂tσ : ξdx = −
∫
∂K\Γout
1
2
J(C ξ)vK · ndx + ∫
K
(C ξ) :∇vdx
Nous rappelons que par continuite´ : J(C ξ)vK · n = J(C ξ)K{{v}} · n, et donc finalement, en
sommant :
∑
K∈Th
∫
K
∂tσ : ξdx =
∑
K∈Th
−∑
L∈Th
∫
∂K∩∂L\Γout
J(C ξ)K{{v}} · ndx + ∫
K
(C ξ) :∇vdx

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Le sche´ma nume´rique (2.92) est ainsi e´quivalent a` :
∑
K∈Th
∫
K
ρ∂tv ·wdx = −
∑
K∈Th
∫
K
σ :∇wdx
+
∑
K∈Th
∑
L∈Th
∫
∂K∩∂L\Γout
{{σ}}JwK · ndx + ∫
∂K∩Γout
σn ·wdx

∑
K∈Th
∫
K
∂tσ : ξdx =
∑
K∈Th
∫
K
(C ξ) :∇vdx
−
∑
K∈Th
∑
L∈Th
∫
∂K∩∂L\Γout
J(C ξ)K{{v}} · ndx
(2.93)
Le tenseur C e´tant inversible, nous introduisons ξ˜ = C−1ξ et soit C−1 la notation matri-
cielle de C−1. Le syste`me (2.93) est vrai quel que soit le couple (w, ξ), et donc notamment
pour (w, ξ˜) :

∑
K∈Th
∫
K
ρ∂tv ·wdx = −
∑
K∈Th
∫
K
σ :∇wdx
+
∑
K∈Th
∑
L∈Th
∫
∂K∩∂L\Γout
{{σ}}JwK · ndx + ∫
∂K∩Γout
σn ·wdx

∑
K∈Th
∫
K
∂tσ : (C
−1 ξ)dx =
∑
K∈Th
∫
K
ξ :∇vdx
−
∑
K∈Th
∑
L∈Th
∫
∂K∩∂L\Γout
Jξ)K{{v}} · ndx
(2.94)
ce qui se re´e´crit :
∫
Ωh
ρ∂tv ·wdx =
∫
Γin
{{σ}}JwK · ndx + ∫
Γout
(
σn
) ·wdx− ∫
Ωh
σ :∇hwdx
∫
Ωh
∂tσ : (C
−1 ξ)dx = −
∫
Γin
JξK{{v}} · ndx + ∫
Ωh
ξ :∇hvdx
(2.95)
En reprenant les notations matricielles de la sous-section 1.3.2, le syste`me (2.95) s’e´crit :{
(a) Mv∂tvh +Rσσh +Bvvh = 0
(b) Mσ,C−1∂tσh −Rv,C−1vh = 0
(2.96)
ou` les matrices Mv, Rσ et Bv sont de´finies dans (1.43), (1.44) et (1.45). Les matrices Mσ,C−1 ,
et Rv,C−1 se construisent comme les matrices Mσ et Rv de´finies dans (1.46) et (1.47) mais
les parame`tres physiques ne sont plus factorise´s dans la matrice de rigidite´ mais dans la
matrice de masse. De plus, les termes de bord n’apparaissent plus dans Rv,C−1 . Ainsi, nous
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avons simplement Rv,C−1 = (Rσ)
T . La matrice Mσ,C−1 est telle que chacune de ses matrices
MKσ,C−1 a ses blocs multiplie´s par le coefficient correspondant de la matrice C
−1 :
(Mσ,C−1)
K
ij = (C
−1)ijMK , ∀i, j = 1..d(d+ 1)/2
ou` MK est la matrice de masse sur les fonction-test de´finie en (1.38). De plus, la matrice
Mσ,C−1 est inversible et syme´trique car les matrices C
−1 et MK sont de´finies positives et
syme´triques.
En faisant l’ope´ration {< (a),vh > + < (b),σh >} dans le syste`me (2.96), il vient :
< ∂tMvvh,vh > + < ∂tMσ,C−1σh,σh >= − < Bvvh,vh > (2.97)
De la meˆme manie`re que pour l’e´tude de la stabilite´ du proble`me continu, il est possible
de montrer que Bv est positive en s’appuyant sur les parame`tres physiques et en utilisant
la structure de la matrice. Le terme de droite dans (2.97) est donc ne´gatif. Par ailleurs, les
matrices de masses sont positives. Ceci implique donc une de´croissance de l’e´nergie semi-
discre`te Esemid(t) en posant par exemple :
Esemid(t) =< ∂tMvvh,vh > + < ∂tMσ,C−1σh,σh > (2.98)
E´nergie associe´e au proble`me mixte discret
Pour comple´ter la discre´tisation, le sche´ma Leap-Frog est applique´ au syste`me (2.96) :
(c) Mv
vn+1h − vnh
∆t
+Rσσ
n+ 1
2
h +Bv
vn+1h + v
n
h
2
= 0
(d) Mσ,C−1
σ
n+ 3
2
h − σ
n+ 1
2
h
∆t
− (Rσ)Tvn+1h = 0
(2.99)
La deuxie`me e´quation de (2.99) peut eˆtre e´crite a` un pas de temps pre´ce´dent :
(e) Mσ,C−1
σ
n+ 1
2
h − σ
n− 1
2
h
∆t
− (Rσ)Tvn+1h = 0 (2.100)
A` l’aide de (2.99) et (2.100), l’ope´ration
{
< (c),
vn+1h + v
n
h
2
> + <
(d) + (e)
2
,σ
n+ 1
2
h >
}
donne :

< Mv
vn+1h − vnh
∆t
,
vn+1h + v
n
h
2
> + < Bv
vn+1h + v
n
h
2
,
vn+1h + v
n
h
2
>
+
1
2
< Mσ,C−1σn+ 32h − σn+ 12h∆t ,σn+ 12h > + < Mσ,C−1σ
n+ 1
2
h − σ
n− 1
2
h
∆t
,σ
n+ 1
2
h >
 = 0,
(2.101)
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ce qui est e´quivalent a` :
1
2∆t
< Mvv
n+1
h ,v
n+1
h > −
1
2∆t
< Mvv
n
h,v
n
h >
+
1
2∆t
< Mσ,C−1σ
n+ 3
2
h ,σ
n+ 1
2
h > −
1
2∆t
< Mσ,C−1σ
n− 1
2
h ,σ
n+ 1
2
h >
= − < Bvv
n+1
h + v
n
h
2
,
vn+1h + v
n
h
2
>
(2.102)
Nous obtenons donc
En+1d − End
∆t
= − < Bvv
n+1
h + v
n
h
2
,
vn+1h + v
n
h
2
> (2.103)
ou` End est de´finie par :
End =
1
2
< Mvv
n
h,v
n
h > +
1
2
< Mσ,C−1σ
n+ 1
2
h ,σ
n− 1
2
h > (2.104)
Nous avons utilise´ le fait que la matrice Mσ,C−1 est syme´trique, ce qui implique l’e´galite´ :
< Mσ,C−1σ
n− 1
2
h ,σ
n+ 1
2
h >=< Mσ,C−1σ
n+ 1
2
h ,σ
n− 1
2
h > (2.105)
Comme Bv est positive, (2.103) est ne´gatif. Nous proposons de de´finir End comme l’e´nergie
discre`te du proble`me mais avant cela, il nous faut ve´rifier que End est positive pour tout n.
En de´veloppant par exemple le terme sur la variable du tenseur des contraintes :
< Mσ,C−1σ
n+ 1
2
h ,σ
n− 1
2
h > =< Mσ,C−1
σ
n+ 1
2
h + σ
n− 1
2
h
2
,
σ
n+ 1
2
h + σ
n− 1
2
h
2
>
−∆t
2
4
< Mσ,C−1
σ
n+ 1
2
h − σ
n− 1
2
h
∆t
,
σ
n+ 1
2
h − σ
n− 1
2
h
∆t
>
(2.106)
puis en se servant de l’e´quation (2.100), il vient par substitution :
< Mσ,C−1
σ
n+ 1
2
h − σ
n− 1
2
h
∆t
,
σ
n+ 1
2
h − σ
n− 1
2
h
∆t
>=< (Rσ)
Tvnh, (Mσ,C−1)
−1(Rσ)Tvnh > (2.107)
Nous obtenons donc
End =
1
2
<
(
Mv − ∆t
2
4
Rσ(Mσ,C−1)
−1(Rσ)T
)
vnh,v
n
h >
+
1
2
< Mσ,C−1
σ
n+ 1
2
h + σ
n− 1
2
h
2
,
σ
n+ 1
2
h + σ
n− 1
2
h
2
>
(2.108)
End est donc positive et de´croissante si et seulement si la matrice
Mv − ∆t
2
4
Rσ(Mσ,C−1)
−1(Rσ)T (2.109)
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est positive.
Ceci signifie que pour tout vecteur non nul u nous ayons :
<
(
Mv − ∆t
2
4
Rσ(Mσ,C−1)
−1(Rσ)T
)
u,u >> 0
ce qui est e´quivalent a`
<
(
M
1
2
v − ∆t
2
4
M
− 1
2
v Rσ(Mσ,C−1)
−1(Rσ)TM
− 1
2
v M
1
2
v
)
u,M
1
2
v u >> 0
car Mv est syme´trique de´finie positive. Puis, en posant u˜ = M
1
2
v u, il vient
<
(
I − ∆t
2
4
M
− 1
2
v Rσ(Mσ,C−1)
−1(Rσ)TM
− 1
2
v
)
u˜, u˜ >> 0
ou` I repre´sente la matrice identite´.
Comme la matrice M
− 1
2
v Rσ(Mσ,C−1)
−1(Rσ)TM
− 1
2
v est syme´trique, elle est diagonalisable.
De plus, ses valeurs propres sont positives ou nulles de part les proprie´te´s des matrices qui la
composent. Soit λmax la plus grande de ses valeurs propres, l’ine´galite´ qui doit eˆtre ve´rifie´e
pour que End soit une e´nergie discre`te est
1− ∆t
2
4
λmax > 0 (2.110)
ce qui repre´sente une condition CFL reliant le pas de temps ∆t a` la discre´tisation en espace
cache´e dans la valeur propre.
En observant maintenant que toute valeur propre de M
− 1
2
v Rσ(Mσ,C−1)
−1(Rσ)TM
− 1
2
v est
aussi valeur propre de M−1v Rσ(Mσ,C−1)−1(Rσ)T , cette condition CFL de stabilite´ du sche´ma
nume´rique peut eˆtre formellement calcule´e pour un maillage carte´sien mais pas pour un
maillage non-structure´ dans lequel trop de parame`tres entre en jeu. Dans la pratique, la
plus grande valeur propre peut eˆtre approche´e par la me´thode de la puissance, de´crire al-
gorithme 2.1. Il s’agit d’une boucle re´cursive dans laquelle, a` partir d’un re´sidu du produit
d’une matrice diagonalisable par un vecteur initiale quelconque, chaque ite´ration consiste a`
multiplier la matrice par le re´sidu courant et a` mettre a` jour le re´sidu normalise´. Cette suite
tend vers la plus grande valeur propre de la matrice.
Remarque 2.11 Dans le code DIVA, nous mesurons l’e´nergie discre`te suivant la formule (2.104).
Nous avons e´galement modifie´ la CFL en imple´mentant la me´thode de la puissance, qui a
l’avantage de s’appliquer inde´pendamment a` des configurations isotropes et anisotropes.
2.3.2 Courbes d’e´nergies des e´tudes isotrope et VTI 2D
Mesurer l’e´nergie discre`te au cours d’une simulation permet e´galement d’e´valuer les re´fle-
xions parasites dues aux CLA. L’e´nergie discre`te, tout comme l’e´nergie continue, s’exprime
en J.s−2 car nous travaillons en vitesse et non en de´placement (et en conside´rant la masse
volumique en 2D comme une masse surfacique).
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Algorithme 2.1 : Me´thode de la puissance
Data : A,u0, 
Result : λmax
r← Au0;1
λmax ←< r,u0 > / < u0,u0 >;2
do3
λtmp ← λmax;4
rtmp ← Ar;5
λmax ←< rtmp, r > / < r, r >;6
r← rtmp;7
while (|λmax − λtmp| > ) ;8
Cas isotrope
La Fig. 2.12 de´crit le comportement de l’e´nergie discre`te pour des sources donne´es par une
onde P, une onde S et une source PS. Ces expe´riences se rapportent aux images des fronts
d’ondes pre´sente´es Fig. 2.2, 2.3 et 2.4. Le cas homoge`ne permet de de´crypter les diffe´rentes
e´tapes de la simulation. L’e´nergie croˆıt fortement puis de´croˆıt par paliers, le pic correspond
a` l’e´mission de la source puis le premier palier, a` t = 1s environ, correspond a` la propagation
des ondes avant contact avec le bord absorbant. Le second palier, a` t = 5s environ, est duˆ
aux re´flexions parasites de la CLA. En effet, apre`s le passage des ondes principales, il ne reste
temporairement que les re´flexions, jusqu’a` rencontrer un autre bord absorbant. C’est sur ce
second palier que l’efficacite´ d’une CLA peut eˆtre mesure´e.
Sur les trois configurations i.e. homoge`ne, bi-couches bande et coin, les diffe´rences entre
les trois types de source s’expliquent simplement. Une simulation avec une source en onde P
ou en onde S a la meˆme e´nergie initiale tandis qu’une simulation avec une source en onde PS
a une e´nergie initiale e´gale a` la somme des e´nergies relatives aux deux ondes. Une simulation
avec une source en onde P, dont la vitesse de propagation est plus rapide, voit son e´nergie
de´croˆıtre avant celle d’une simulation avec une source en onde S, car les ondes P atteignent le
bord absorbant plus rapidement. Les re´flexions pointe´es par les courbes d’e´nergies sont plus
fortes pour une source en onde S par rapport a` une source en onde P, ce qui est duˆ aux choix
d’approximation et de simplification des CLA. Du coup, une simulation avec une source PS
a une courbe d’e´nergie correspondant plutoˆt a` l’absorption de l’onde S et ne permettant pas
de distinguer les petites re´flexions de l’onde P.
Cas VTI
De meˆme que pour le cas isotrope, la Fig. 2.13 de´crit le comportement de l’e´nergie discre`te
pour des sources donne´es par une onde P, une onde S et une source PS. Ces expe´riences
se rapportent aux images des fronts d’ondes pre´sente´es sur les Fig. 2.6, 2.7 et 2.8. Le cas
homoge`ne permet de visualiser les paliers des diffe´rentes e´tapes de la simulation. C’est sur le
second palier, a` t = 5s environ, que l’efficacite´ d’une CLA peut eˆtre mesure´e. Sur les trois
configurations i.e. homoge`ne, bi-couches bande et coin, les conclusions sont les meˆmes que
pour le cas isotrope.
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Comparaison avec la CLA isotrope
En utilisant une CLA isotrope dans un milieu VTI, nous avons observe´ a` la Fig. 2.9 que
les re´flexions d’ondes P e´taient tre`s fortes. L’e´tude de l’e´nergie sur le cas homoge`ne de cette
expe´rience est pre´sente´e sur la Fig. 2.14. Les courbes de la source en onde P confirment les
observations, les re´flexions de l’onde P transforme´e en onde P, avec un palier a` 0.1, mais
aussi en transforme´e onde S, avec un palier a` 0.01, sont plus fortes avec une CLA isotrope
qu’avec une CLA VTI ou` nous observons un palier en dessous de 0.01. En comparaison avec
les simulations dote´es d’une source en onde PS ou en onde S, la premie`re re´flexion (onde P
transforme´e en onde P) se produit alors que l’onde S n’est pas encore totalement absorbe´e
et la deuxie`me re´flexion (onde P transforme´e en onde S) a une intensite´ plus faible que les
re´flexions de l’onde S (transforme´e en ondes P et S). Ces re´flexions sont visibles sur les images
des fronts d’ondes mais ne se de´tectent que sur les courbes d’e´nergie de la simulation avec
une source en onde P.
Non-elliptique
Les e´nergies correspondant aux expe´riences avec un milieu VTI non-elliptique (Fig. 2.10)
sont pre´sente´es sur la Fig. 2.15 pour une source e´lastique. Le comportement est le meˆme
que pour un milieu elliptique (Fig. 2.13) ou isotrope (Fig. 2.12). La comparaison avec le cas
homoge`ne pour une CLA isotrope est pre´sente´e a` la Fig. 2.16, correspondant a` l’expe´rience
de la Fig. 2.11 ou` la CLA isotrope est utilise´e dans un milieu VTI non-elliptique. Comme la
source est e´lastique, les re´flexions des ondes P visibles sur les images ne sont pas e´valuables
par les courbes d’e´nergie.
Simulation en temps long
Nous avons prouve´ la stabilite´ du proble`me mixte discret modulo une CFL. Ne´anmoins,
nous savons que l’utilisation de conditions aux limites instables peut faire que la solution
nume´rique se mette a` croˆıtre de fac¸on exponentielle apre`s un temps long de simulation, c’est-
a`-dire bien apre`s les re´flexions des ondes. Nous proposons donc ici de mesurer l’e´nergie discre`te
pour un temps long de simulation. La Fig. 2.17 regroupe les e´nergies discre`tes mesure´es sur
des cas isotrope, VTI elliptique et VTI non-elliptique pour des configurations homoge`ne, bi-
couches bande et coin avec une source e´lastique. Une fois la pre´cision machine atteinte, la
mesure de l’e´nergie ne montre aucune instabilite´ en temps long.
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Figure 2.12 – E´nergie discre`te pour les cas isotrope 2D homoge`ne (haut) et bi-couches, bande
(centre) et coin (bas)
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Figure 2.13 – E´nergie discre`te pour les cas VTI 2D homoge`ne (haut) et bi-couches, bande
(centre) et coin (bas)
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Figure 2.14 – Comparaison avec la CLA isotrope dans un milieu homoge`ne VTI 2D, avec
une source PS (haut), une source P (centre) et une source S (bas)
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Figure 2.15 – E´nergie discre`te dans les cas VTI 2D non-elliptique
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Figure 2.16 – Comparaison avec la CLA isotrope sur un cas VTI 2D non-elliptique
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Figure 2.17 – E´nergie discre`te pour des temps long dans les cas isotrope (haut), VTI elliptique
(centre) et VTI non-elliptique (bas) 2D
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2.4 Coefficients de re´flexion de la CLA VTI 2D
Au paragraphe pre´ce´dent, nous avons e´tudie´ la stabilite´ de la CLA. Celle-ci est de´montre´e
a` l’aide d’une technique e´nerge´tique. Dans ce paragraphe, nous nous inte´ressons aux re´flexions
cause´es par le bord absorbant. Il s’agit donc d’analyser le comportement de la solution du
proble`me mixte. Les coefficients de re´flexion ont de´ja` e´te´ calcule´s en isotrope, par exemple
dans [Tso99] et nous allons suivre la meˆme de´marche en anisotrope.
Nous conside´rons ici un domaine semi-infini {Ω : x ∈]−∞, 0]} avec une CLA en {x = 0}.
Au bord du domaine, la condition aux limites absorbante re´fle´chit une partie des ondes. Une
onde P produit deux re´flexions d’ondes note´es PP et PS, et une onde S produit deux re´flexions
d’ondes note´es SP et SS. Le champ d’onde total est la somme de l’onde incidente et des ondes
re´fle´chies :
uI = uincI + uII + uIJ (2.111)
avec (I, J) repre´sentant (P, S) pour une onde incidente P et (S, P ) pour une onde incidente S.
Soit la matrice de l’e´quation de dispersion du syste`me de l’e´lastodynamique en dimension
deux :
EV TI,2D =
(
C11kx
2 + C44kz
2 (C44 + C13)kxkz
(C44 + C13)kxkz C44kx
2 + C33kz
2
)
(2.112)
ou` C est la matrice d’e´lasticite´ VTI 2D (2.31).
Sous l’hypothe`se d’ellipticite´ (κ =
√
1 + 2ε =
√
1 + 2δ), les vecteurs propres de la matrice
EV TI,2D sont donne´s par : (
Xikx
Zikz
)
,
(−Zikz
Xikx
)
(2.113)
avec X =
√
κ2V 2p + V
2
s et Z=
√
V 2p + V
2
s .
Nous notons AII et AIJ les coefficients de re´flexion. Ils interviennent de la fac¸on suivante :
uincP =
(
Xikx
Zikz
)
pinc, uPP =
(
XikIx
Zikz
)
APP p
P , uPS =
(
−Zikz
XikJx
)
APSp
S
uincS =
(
−Zikz
Xikx
)
pinc, uSS =
(
−Zikz
XikSx
)
ASSp
S , uSP =
(
−XikPx
−Zikz
)
ASP p
P
(2.114)
avec
pinc = eiwt+ikxx+ikzz, pI = eiwt+ik
I
xx+ik
I
zz, pJ = eiwt+ik
J
xx+ik
J
z z (2.115)
pour un bord de normale exte´rieure coline´aire a` ex, sur lequel nous avons k
J
z = k
I
z = kz.
Les coefficients de re´flexion s’expriment en fonction d’un parame`tre θ0 qui correspond a`
l’angle d’incidence de l’onde sur le bord absorbant. Ce parame`tre de´termine la valeur des
rapports kw . Dans le cas VTI, la Fig. 2.18 repre´sente ces rapports pour une onde incidente P
ou S. Les rapports kzw et
kx
w se de´terminent facilement par trigonome´trie. Les rapports
kIx
w et
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kJx
w se de´duisent des premiers, l’un par syme´trie, l’autre par la loi de Snell-Descartes
sin θ1
Vs
=
sin θ0
Vp
, pour l’onde P,
sin θ1
Vp
=
sin θ0
Vs
, pour l’onde S.
(2.116)
Ainsi, il est possible d’e´crire :
kx
w
=
cos θ0
κVp
,
kz
w
=
sin θ0
Vp
,
kPx
w
= −cos θ0
κVp
,
kSx
w
= −
√
1
V 2s
− sin
2 θ0
V 2p
, pour une onde P
kx
w
=
cos θ0
Vs
,
kz
w
=
sin θ0
Vs
,
kSx
w
= −cos θ0
Vs
,
kPx
w
= −
√
1
κ2V 2p
− sin
2 θ0
κ2V 2s
, pour une onde S
(2.117)
kx
w
kpx
w
ksx
w
θ0
θ1
1
Vp
1
Vs
1
κVp
kx
w
kpx
w
ksx
w
θ0
θ1
1
Vp
1
Vs
1
κVp
Figure 2.18 – Sche´ma des angles intervenant dans la re´flexion de l’onde P (gauche) et de
l’onde S (droite), en VTI
Remarque 2.12 Au-dela` d’un certain angle critique, et comme physiquement Vs < Vp, le
terme sous la racine carre´e de la deuxie`me e´quation du syste`me (2.117) devient ne´gatif, ce
qui conduit a` un rapport k
P
x
w complexe pour l’onde S. Nous retrouvons e´galement cette proprie´te´
sur la Fig. 2.18.
Sur un bord de normale exte´rieure coline´aire a` ex, le champ total u ve´rifie la CLA (2.53) :
C11∂xux + C13∂zuz = −ρκVp∂tux
C13∂xux + C33∂zuz = 0
C44∂xuz + C44∂zux = −ρVs∂tuz
(2.118)
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En utilisant (2.114) dans la premie`re et la dernie`re e´quation de (2.118), il vient par exemple
pour une onde incidente P :
C11[−Xk2xpinc −Xkpx2Appprp − ZksxkzApsprs]
+ C13[−Zk2zpinc − Zk2zAppprp +XksxkzApsprs]
= ρκVp[−Xkxwpinc +XkpxAppwprp + ZkzwApsprs]
C44[−Zkxkzpinc + ZkpxkzAppprp −Xksx2Apsprs]
+ C44[−Xkxkzpinc +XkpxkzAppprp + Zk2zApsprs]
= ρVs[−Zkzwpinc − ZkzwAppprp +XksxwApsprs]
(2.119)
En utilisant le fait que sur la frontie`re, c’est-a`-dire en {x = 0}, les exponentielles (2.115)
des termes p? sont toutes e´gales, il en re´sulte un syste`me matriciel de´finissant APP et ASP :(
−XC11kIx2 − ZC13k2z −XκkpxwρVp (XC13 − ZC11)ksxkz − ZκkzwρVp
(X + Z)C44k
p
xkz + ZkzwρVs −XC44ksx2 + ZC44k2z −XksxwρVs
)(
APP
APS
)
=
(
XC11k
2
x + ZC13k
2
z −XκkxwρVp
(X + Z)C44kxkz − ZkzwρVs
)
(2.120)
Un de´veloppement limite´ peut eˆtre effectue´ a` l’aide du logiciel MapleTM, voir annexe A.4,
sur les coefficients de re´flexion, autour de l’angle d’incidence normale θ0 = 0 :
APP =
κ2V 2p V
2
s −
(√
V 2p − V 2s
√
κ2V 2p − V 2s − V 2s
)2
4(κVp − Vs)V 3p κ
θ20 +O(θ
4
0)
APS =
(√
κ2V 2p − V 2s
√
V 2p − V 2s − Vs(κVp + Vs)
)
Vs
2(κVp + Vs)V 2p κ
θ0 +O(θ
3
0)
ASS =
κ2V 2p V 2s − (
√
V 2p − V 2s
√
κ2V 2p − V 2s − V 2s )2
4(κVp − Vs)VpV 2s κ
+
V 2p − V 2s
4V 2s
 θ20 +O(θ40)
ASP =
√
κ2V 2p − V 2s
√
V 2p − V 2s − Vs(κVp + Vs)
2(κVp + Vs)Vs
θ0 +O(θ
3
0)
(2.121)
Remarque 2.13 Lorsque κ = 1, les coefficients de re´flexion correspondent au cas isotrope.
Dans ce cas leurs modules sont comparables a` ceux obtenus dans [Tso99] excepte´ pour ASP
et APS qui diffe`rent d’un facteur
Vp
Vs
.
La Fig. 2.19 repre´sente ces coefficients de re´flexion pour un milieu VTI elliptique, avec
la CLA VTI et la CLA isotrope, ainsi que pour un milieu isotrope (avec une CLA isotrope).
Les courbes sont cohe´rentes et comparables a` la re´fe´rence isotrope. A` incidence normale il
n’y a aucune re´flexion, a` incidence rasante les coefficients APP et ASS ge´ne`rent une re´flexion
totale. Le coefficient APS est assez faible tandis que le coefficient ASP est plus important. De
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plus, APS et ASP sont nuls a` incidence normale et parfaitement rasante et pre´sentent un pic a`
incidence presque rasante. Enfin, tous les coefficients sont petits a` incidence presque normale.
La comparaison entre l’utilisation d’une CLA VTI et d’une CLA isotrope dans un milieu
VTI met en e´vidence la supe´riorite´ de la CLA VTI a` incidence proche de la normale. Ceci
s’observe par des coefficients moins e´leve´s et surtout par le coefficient APP de la CLA iso-
trope qui est diffe´rent de ze´ro a` θ0 = 0 (il est e´gal a`
κ−1
κ+1). Les choix d’approximation et de
simplification ont e´te´ faits dans ce sens. Par contre, a` incidence presque rasante, c’est la CLA
isotrope qui ge´ne`re des re´flexions moins importantes.
Remarque 2.14 Ces re´sultats sont a` corre´ler avec les images des fronts d’ondes de la CLA
VTI (Fig. 2.6), de la CLA isotrope dans un milieu VTI (Fig. 2.9) et des courbes d’e´nergies
discre`tes (Fig. 2.14).
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(a) APP (b) APS
(c) ASS (d) ASP
Figure 2.19 – Coefficients de re´flexion de la CLA VTI 2D pour Vp = 3000 m.s
−1, Vs =
1750 m.s−1 et ε = 0.25, en fonction de θ0, en rouge trait plein, comparaison avec l’utilisation
d’une CLA isotrope dans le meˆme milieu VTI elliptique, en bleu trait pointille´ ; re´fe´rence de
la configuration isotrope (CLA et milieu), en vert trait semi-pointille´
2.5 Conclusion
Nous avons donc mis en œuvre une technique de construction de CLA base´e sur la dia-
gonalisation du syste`me de l’e´lastodynamique. Nous avons retrouve´ les CLA connues pour
des mate´riaux isotropes et orthotropes 2D et nous avons pu en de´duire une CLA pour des
mate´riaux VTI 2D. Cette condition aux limites peut s’interpre´ter comme la combinaison des
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deux CLA obtenues en limitant les calculs aux cas pseudo-acoustiques des ondes P seules et
ondes S seules. Nous pouvons aussi remarquer que la condition aux limites ne de´pend pas
du coefficient δ de Thomsen. C’est certainement duˆ au fait que la condition correspond a`
l’approximation d’ordre le plus bas d’une condition transparente.
Afin de mieux e´valuer les re´flexions dues aux CLA propose´es, nous avons construit des
sources et des conditions initiales permettant de ne ge´ne´rer qu’une onde P ou qu’une onde
S dans un mate´riau VTI elliptique. L’e´tude expe´rimentale a re´ve´le´ un comportement tout
a` fait similaire dans des configurations isotropes et VTI 2D (elliptique ou non), tant sur la
localisation que sur l’intensite´ des re´flexions parasites. En comparant ensuite la CLA VTI et la
CLA isotrope cette fois dans un meˆme milieu VTI 2D (elliptique ou non), nous avons illustre´
la supe´riorite´ de la CLA VTI, essentiellement sur la composante en onde P, la composante en
onde S e´tant strictement la meˆme dans le cas elliptique.
Nous avons ensuite e´tudie´ la stabilite´ du proble`me mixte continu re´sultant du couplage de
l’e´lastodynamique avec la CLA VTI 2D et du proble`me semi-discret associe´ e´crit en formula-
tion DG avec flux centre´s. Pour cela, nous avons opte´ pour une me´thode base´e sur l’e´nergie
associe´e au proble`me. La stabilite´ de l’e´nergie continue est obtenue formellement graˆce a` la
positivite´ des parame`tres physiques intervenant dans les e´quations. Pour e´tendre cette pro-
prie´te´ au proble`me discret, nous avons choisi de coupler la formulation DG a` flux centre´s avec
un sche´ma en temps de type Leap-Frog et nous de´montrons que nous pouvons de´finir une
e´nergie discre`te, c’est-a`-dire une fonctionnelle positive a` chaque pas de temps, sous une condi-
tion de type CFL. La stabilite´ du proble`me discret de´coule alors de la de´croissance de l’e´nergie
discre`te. Les re´sultats de stabilite´ sont illustre´s par des courbes d’e´nergies qui montrent aussi
que la CLA VTI fonctionne mieux que la CLA isotrope dans un milieu VTI 2D (elliptique ou
non).
Pour finir, nous avons calcule´ les coefficients de re´flexion APP , APS , ASP et ASS de la
CLA VTI en fonction de l’angle d’incidence θ0 pour un milieu VTI elliptique. Nous avons
ve´rifie´ que ces quatre coefficients e´taient bien nuls a` incidence normale (i.e. lorsque θ0 = 0).
En utilisant des de´veloppements limite´s au voisinage de θ0 = 0, nous avons montre´ que APP
et ASS e´taient e´quivalents a` θ
2
0 et que APS et ASP e´taient e´quivalents a` θ0. Nous retrouvons
donc le meˆme comportement que dans la cas d’une CLA isotrope applique´e a` un milieu iso-
trope. De plus, nous avons montre´ que la CLA VTI e´tait meilleure que la CLA isotrope dans
un milieu VTI elliptique. En particulier, le coefficient APP de la CLA isotrope n’est plus nul
en θ0 = 0 dans ce cas mais e´gal a`
κ−1
κ+1 . Ainsi, moins le milieu est isotrope, moins la CLA
isotrope est efficace.
En re´sume´, nous avons obtenu les re´sultats suivants :
The´ore`me 2.1 Une CLA pour des mate´riaux VTI 2D dans le cas d’une frontie`re plane de
normale exte´rieure ex est : {
σxx = −ρVp
√
1 + 2εvx
σxz = −ρVsvz
(2.122)
The´ore`me 2.2 Pour ne ge´ne´rer que des ondes P ou des ondes S dans un mate´riau VTI
elliptique, il suffit d’appliquer au syste`me de l’e´lastodynamique non homoge`ne :{
ρ(x)∂tv(x, t) = ∇ · σ(x, t)
∂tσ(x, t) = C(x) (v(x, t)) + sR(t)s(x)
(2.123)
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les sources :
s(x) = δx0(x)
√κ2V 2p − V 2s 0
0
√
V 2p − V 2s
 , pour ne ge´ne´rer qu’une onde P,
s(x) = δx0(x)
 0 −√V 2p − V 2s√
κ2V 2p − V 2s 0
 , pour ne ge´ne´rer qu’une onde S,
(2.124)
ou`, par exemple, sR est donne´e comme une ondelette de Ricker de fre´quence pic fp :
sR(t) = (1− 2pi2f2p t2)e−pi
2f2p t
2
(2.125)
ou de conside´rer le proble`me de Cauchy :
ρ(x)∂tv(x, t) = ∇ · σ(x, t)
∂tσ(x, t) = C(x) (v(x, t))
v(0,x)) = v0(x)
σ(0,x)) = σ
0
(x)
(2.126)
en choisissant pour conditions initiales σ
0
= 0 et :
v0(x) =

√
κ2V 2p − V 2s (x− x0)
√
V 2p − V 2s (z − z0)
 e−pi2||x−x0||2 , pour ne ge´ne´rer qu’une onde P,
v0(x) =

−
√
V 2p − V 2s (z − z0)
√
κ2V 2p − V 2s (x− x0)
 e−pi2||x−x0||2 , pour ne ge´ne´rer qu’une onde S,
(2.127)
The´ore`me 2.3 Les proble`mes mixtes continu, semi-discret et discret obtenus en couplant
l’e´lastodynamique avec la CLA VTI 2D (2.122) sont stables au sens suivant :
– pour le proble`me continu, nous de´finissons la forme quadratique :
E(t) =
1
2
(
||v||2Ω,ρ + ||σ||2Ω,C−1
)
(2.128)
– pour le proble`me semi-discret, nous de´finissons la forme :
Esemid(t) =< ∂tMvvh, vh > + < ∂tMσ,C−1σh,σh >) (2.129)
– pour le proble`me mixte discret, nous de´finissons la forme :
End =
1
2
< Mvv
n
h, v
n
h > +
1
2
< Mσ,C−1σ
n+ 1
2
h ,σ
n− 1
2
h > (2.130)
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Alors, (2.128) et (2.129) sont toujours de´croissantes au cours du temps et (2.130) est
positive et de´croissante si et seulement si la matrice
Mv − ∆t
2
4
Rσ(Mσ,C)
−1(Rσ)T (2.131)
est positive.
Corollaire 2.3.1 Le proble`me mixte discret est stable sous la condition de type CFL
1− ∆t
2
4
λmax > 0 (2.132)
ou` λmax est la plus grande valeur propre de la matrice M
−1
v Rσ(Mσ,C−1)
−1(Rσ)T .
The´ore`me 2.4 Les coefficients de re´flexion de la CLA VTI 2D, autour de l’angle d’incidence
normale θ0 = 0, sont donne´s par :
APP =
κ2V 2p V
2
s −
(√
V 2p − V 2s
√
κ2V 2p − V 2s − V 2s
)2
4(κVp − Vs)V 3p κ
θ20 +O(θ
4
0)
APS =
(√
κ2V 2p − V 2s
√
V 2p − V 2s − Vs(κVp + Vs)
)
Vs
2(κVp + Vs)V 2p κ
θ0 +O(θ
3
0)
ASS =
κ2V 2p V 2s − (
√
V 2p − V 2s
√
κ2V 2p − V 2s − V 2s )2
4(κVp − Vs)VpV 2s κ
+
V 2p − V 2s
4V 2s
 θ20 +O(θ40)
ASP =
√
κ2V 2p − V 2s
√
V 2p − V 2s − Vs(κVp + Vs)
2(κVp + Vs)Vs
θ0 +O(θ
3
0)
(2.133)
De plus, l’utilisation d’une CLA isotrope dans un milieu VTI elliptique modifie les facteurs
des coefficients et ajoute un terme en o(1) e´gal a` κ−1κ+1 sur le coefficient APP .
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Chapitre 3
Conditions aux limites absorbantes
pour des mate´riaux TTI
Ce chapitre propose une solution au proble`me ge´ne´ral de la formulation de conditions
aux limites pour des mate´riaux TTI. Nous commenc¸ons par illustrer la complexite´ de la
me´thodologie d’Engquist et Majda qui intervient de`s la 2D. Les difficulte´s techniques aux-
quelles nous sommes confronte´s nous conduisent a` proposer une nouvelle me´thode permettant
de traiter le cas TTI elliptique. Il s’agit d’une hypothe`se qui peut sembler limitative puisque
notre approche ne permet pas de traiter tous les cas de mate´riaux anisotropes. Toutefois, nous
pouvons expliquer pourquoi l’hypothe`se d’ellipticite´ ne l’est pas force´ment. Le processus de
construction repose sur l’utilisation de repe`res ge´ome´triques par les courbes de lenteur et sur
un changement de variables du cas isotrope vers le cas TTI. Nous nous focalisons ici sur les
ondes P, de premie`re importance pour les ge´ophysiciens et apre`s avoir ve´rifie´ que les ondes S
peuvent se traiter comme dans un milieu isotrope. Nous traitons ensuite le cas de la 3D en
utilisant exactement la meˆme technique.
3.1 Processus de construction en 2D
3.1.1 Remarques pre´liminaires
Comme au chapitre pre´ce´dent, nous nous plac¸ons en dimension deux. Nous conservons la
notation (x, z). La matrice d’e´lasticite´ (1.26) devient :
CTTI,2D =
C11 C13 C15C33 C35
C55
 (3.1)
Nous rappelons que le syste`me de l’e´lastodynamique au premier ordre est donne´ par :
ρ∂tvx = ∂xσxx + ∂zσxz
ρ∂tvz = ∂xσxz + ∂zσzz
∂tσxx = C11∂xvx + C13∂zvz + C15(∂xvz + ∂zvx)
∂tσzz = C13∂xvx + C33∂zvz + C35(∂xvz + ∂zvx)
∂tσxz = C15∂xvx + C35∂zvz + C55(∂xvz + ∂zvx)
(3.2)
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et le syste`me au deuxie`me ordre a pour expression :{
ρ∂2t vx = C11∂
2
xvx + (C13 + C55)∂x∂zvz + C55∂
2
zvx + C15(∂
2
xvz + 2∂x∂zvx) + C35∂
2
zvz
ρ∂2t vz = C55∂
2
xvz + (C13 + C55)∂x∂zvx + C33∂
2
zvz + C35(2∂x∂zvz + ∂
2
zvx) + C15∂
2
xvx
(3.3)
Pour suivre la me´thodologie d’Engquist et Majda [EM77, EM79], nous devons travailler
dans le domaine de Fourier apre`s avoir gele´ la variable normale a` la surface sur laquelle la
CLA est pose´e. Pour la frontie`re {x = 0} de normale exte´rieure ex, nous notons (ω, ξ) les
variables de Fourier associe´es a` (t, z). Le syste`me (3.3) se re´e´crit alors :{
C11∂
2
xv̂x − iξ(C13 + C55)∂xv̂z + (ρω2 − C55ξ2)v̂x + C15(∂2xvz − 2iξ∂xvx)− ξ2C35vz = 0
C55∂
2
xv̂z − iξ(C13 + C55)∂xv̂x + (ρω2 − C33ξ2)v̂z − C35(2iξ∂xvz + ξ2vx) + C15∂2xvx = 0
(3.4)
Comme dans un mate´riau isotrope (voir section 2.1) ou en VTI (voir section 2.2), nous
cherchons a` exprimer (3.4) comme une e´quation diffe´rentielle ordinaire de la forme ∂xW +
MW = 0. Il n’est pas possible de le faire directement en posant W = (v̂x, v̂z, ∂xv̂x, ∂z v̂z) a`
cause des termes supple´mentaires issus des caracte´ristiques TTI du milieu. Mais nous pouvons
y arriver en introduisant des variables auxiliaires comme par exemple :[
ŵx
ŵz
]
=
[
C11∂xv̂x + C15∂xv̂z
C15∂xv̂x + C55∂xv̂z
]
(3.5)
Dans ce cas, W est solution de ∂xW +MW = 0 avec W = (ŵx, ŵz, v̂x, v̂z) et
M =

−2iξC15C55 + iξC15(C13 + C55)
C11C55 − C215
2iξC215 − iξC11(C13 + C55)
C11C55 − C215
ρω2 − ξ2C55 −ξ2C35
2iξC35C15 − iξC55(C13 + C55)
C11C55 − C215
−2iξC35C11 + iξC15(C13 + C55)
C11C55 − C215
−ξ2C35 ρω2 − ξ2C33
−C55
C11C55 − C215
C15
C11C55 − C215
0 0
C15
C11C55 − C215
−C11
C11C55 − C215
0 0

Dans l’ide´e de suivre la meˆme de´marche que dans les autres cas, nous avons commence´ par
chercher les valeurs propres de la matrice M . Nous avons essaye´ de les calculer en utilisant le
logiciel MapleTM sur des jeux d’inconnues auxiliaires et a` chaque fois, nous n’avons pas obtenu
de valeurs propres faciles a` approcher. Devant les difficulte´s rencontre´es de`s le cas 2D, nous
avons de´cide´ d’abandonner cette piste et de revenir a` une compre´hension des e´quations plus
basique et fonde´e sur ce que nous savons faire dans le cas isotrope. Notre objectif est donc
de´sormais d’exploiter les liens explicites entre le cas isotrope et le cas TTI. Nous espe´rons
ainsi pouvoir e´tendre ce que nous savons faire sur les ondes isotropes aux ondes anisotropes.
3.1.2 Construction d’une CLA pour un mate´riau TTI 2D
Le syste`me de l’e´lastodynamique TTI (3.2) pose des difficulte´s alge´briques essentiellement
dues aux termes supple´mentaires qui apparaissent par rapport au cas isotrope (2.2) ou au
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cas VTI (2.32). Mais si nous ramenons la de´finition d’un milieu a` des caracte´ristiques plutoˆt
ge´ome´triques, l’anisotropie TTI n’est qu’une rotation de l’anisotropie VTI, qui n’est elle-meˆme
qu’une transformation simple de l’isotrope. Cette remarque est le point-cle´ sur lequel s’appuie
notre me´thode de construction de la CLA TTI.
En observant que la CLA d’ordre faible VTI (2.53) ne de´pend pas du coefficient de Thom-
sen δ et comme un milieu TTI n’est qu’une rotation d’un milieu VTI, nous faisons l’hypothe`se
qu’une CLA d’ordre faible TTI ne de´pend pas de δ. Pour faciliter la construction de la CLA
TTI, nous allons donc supposer que δ = ε . Supposer δ = ε correspond a` ce que l’on appelle
l’anisotropie elliptique. Pour eˆtre honneˆte, nous devons pre´ciser qu’il n’existe pas de milieu
de ce type mais nous avons pour objectif de construire une CLA d’ordre peu e´leve´. Notre
hypothe`se consiste donc a` approcher le milieu par un milieu artificiel aux caracte´ristiques
plus simples.
Courbes de lenteur
Comme nous l’avons dit, les proprie´te´s alge´briques du syste`me e´lastique anisotrope sont
complexes et nous ne voyons pas comment les exploiter dans le cadre d’un calcul de valeurs
propres. Nous nous proposons donc d’e´tudier plus en de´tail les proprie´te´s ge´ome´triques du
syste`me et pour cela, nous pensons que les courbes de lenteur sont un bon sujet. La notion
de courbe de lenteur est utilise´e pour l’analyse de PML (par exemple dans [BFJ03]). L’ide´e
de les utiliser pour construire des CLA a e´te´ sugge´re´e dans [SG10a, SG10b, SG12a, SG12b].
Nous pouvons citer aussi [BGH10] ou` les courbes de lenteur sont utilise´es pour construire des
CLA anisotropes pour l’acoustique.
Les courbes de lenteur sont tre`s commodes pour repre´senter l’anisotropie d’un milieu. Nous
appelons vecteur de lenteur le vecteur porte´ par la direction de propagation de l’onde dont
le module est e´gal a` l’inverse de la vitesse de phase. Les courbes de lenteur (surfaces en 3D)
sont le lieu des extre´mite´s de ce vecteur de lenteur pour toutes les directions de propagation
des ondes. Dans un milieu isotrope par exemple, la vitesse de propagation d’une onde est la
meˆme dans toutes les directions. La courbe de lenteur est donc un cercle (une sphe`re en 3D).
La Fig. 3.1 repre´sente ces formes sur des cas isotrope, VTI et TTI, en diffe´renciant les
configurations elliptique et non-elliptique. Elles sont calcule´es a` partir du logiciel MapleTM
(voir annexe A.5). Les courbes de lenteur des ondes S forment un cercle dans les cas isotrope
et anisotrope elliptique. Par contre, les courbes de lenteur des ondes P forment un cercle dans
le cas isotrope, une ellipse dans le cas VTI elliptique et une ellipse incline´e dans le cas TTI
elliptique. Toutes ces formes sont parame´trables facilement a` partir des donne´es physiques du
syste`me de l’e´lastodynamique : ρ, Vp, Vs, ε, θ.
La me´thode de construction de la CLA TTI s’appuie sur la formulation d’un changement
de variables base´ sur des ge´ome´tries simples comme le cercle ou l’ellipse qui de´crivent les
courbes de lenteur associe´es au proble`me de propagation conside´re´. Nous choisissons comme
re´fe´rence le cas isotrope et les solutions du proble`me correspondant sont repe´re´es graˆce au
symbole e´toile. Soit (v?, σ?) la solution du proble`me de propagation d’ondes e´lastiques iso-
tropes et (v, σ) celle du proble`me anisotrope TTI elliptique. Nous allons exprimer la relation
entre ces deux solutions et nous l’utiliserons ensuite pour de´duire une CLA TTI d’une CLA
isotrope. Les ge´ome´tries simples des courbes de lenteur fournissent un premier changement
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(a) configuration non-elliptique
(b) configuration elliptique (δ = ε)
Figure 3.1 – Courbes de lenteur e´lastiques : isotropes (a` gauche), VTI (au milieu) et TTI (a`
droite) avec ρ = 1 kg.m−2, Vp = 3000 m.s−1, Vs = 1800 m.s−1, ε = 0.20, δ = 0.15 et θ = 30˚ ,
pour les ondes P en rouge trait plein et pour les ondes S en bleu trait pointille´
de variables entre les modes de propagations des syste`mes isotrope (k?x, k
?
z) et TTI elliptique
(kx, kz). Il reste a` de´terminer par identification les changements de variables sur les vitesses
v et v? et les tenseurs des contraintes σ et σ?.
CLA TTI elliptique pour les ondes P
Les courbes de lenteur des ondes P et des ondes S sont de´couple´es, ne permettant pas de
formuler un changement de variables sur les deux formes ge´ome´triques en meˆme temps (voir
Fig. 3.1). De plus, les CLA d’ordre faible isotrope (2.24) et VTI (2.53) peuvent eˆtre obtenues
en de´couplant les ondes P et les ondes S, comme nous l’avons vu au chapitre pre´ce´dent a`
la section 2.2.2. Nous allons donc de´coupler les proble`mes pour construire des CLA TTI
pseudo-acoustiques en ondes P et en ondes S.
Nous avons vu que la CLA d’ordre faible VTI pour des ondes S (2.80) est identique a` la
CLA isotrope puisqu’elle ne fait pas intervenir de coefficients anisotropes. De plus, les courbes
de lenteur des ondes S sont les meˆmes en isotrope, en VTI elliptique et en TTI elliptique i.e.
un cercle de rayon 1/Vs. Il est donc pertinent de supposer que la CLA d’ordre faible TTI pour
les ondes S est inchange´e. La suite des de´veloppements se concentre donc sur la construction
d’une CLA d’ordre faible TTI elliptique pour les ondes P, c’est-a`-dire en fixant temporaire-
ment Vs = 0.
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E´tape 1 : changement de variables sur les modes de propagation a` l’aide des formes ge´o-
me´triques sur les courbes de lenteur. Il s’agit de lier le vecteur d’onde k = (kx, kz) du milieu
TTI elliptique au vecteur d’onde k? = (k?x, k
?
z) du milieu isotrope. Nous proposons le change-
ment de variables suivant : {
kx = µ1k
?
x + µ2k
?
z
kz = µ3k
?
x + µ4k
?
z
(3.6)
ou` {µj}, 1 6 j 6 4 de´signent les coefficients a` de´terminer.
En rappelant que les composantes kx et kz du vecteur d’onde peuvent s’interpre´ter comme
les symboles des de´rive´es ∂x et ∂z, ce changement de variables peut eˆtre re´interpre´te´ comme
un changement de variables dans le plan (x, z) de la forme :{
x? = µ1x+ µ3z
z? = µ2x+ µ4z
(3.7)
Nous avons choisi de construire une CLA pose´e sur la frontie`re {x = 0} de normale
exte´rieure ex. La frontie`re artificielle e´tant une donne´e du proble`me, le changement de va-
riables ne doit pas la modifier et donc pre´server la droite d’e´quation x = 0. Appliquer une
rotation d’angle TTI θ n’est pas compatible avec cette contrainte. Nous devons donc construire
une bijection entre un cercle et une ellipse incline´e conservant la droite x = 0. Pour cela, il
faut e´liminer le coefficient agissant sur les de´rive´es en z. Nous imposons donc µ3 = 0 . Pour
une CLA agissant sur une frontie`re de normale exte´rieure ez, les de´rive´es en x seraient a`
pre´server en fixant µ1 = 0.
En re´sume´, le changement de variables a` de´terminer est finalement :{
kx = µ1k
?
x + µ2k
?
z
kz = µ4k
?
z
(3.8)
De plus, nous imposons que le de´terminant du syste`me (3.8) soit positif pour conserver l’orien-
tation du repe`re, c’est-a`-dire µ1µ4 > 0. Au final, nous cherchons la combinaison d’une dila-
tation d’axe ex de rapport µ1, d’une dilatation d’axe ez de rapport µ4 et d’une transvection
telle que (
µ1 µ2
0 µ4
)
=
(
µ1 0
0 µ4
)(
1 µ2µ1
0 1
)
(3.9)
Les formes ge´ome´triques de la Fig. 3.1 se parame´trisent facilement :
– Les modes de propagation des ondes e´lastiques isotropes (k?x, k
?
z) satisfont l’e´quation
quadratique :
ρV 2p k
?
x
2 + ρV 2p k
?
z
2 = 1 (3.10)
– Les modes de propagation des ondes e´lastiques TTI elliptique (kx, kz) satisfont l’e´quation
ge´ne´rique :
ξ1k
2
x + ξ2kxkz + ξ3k
2
z = 1 (3.11)
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avec κ =
√
1 + 2ε et 
ξ1 = ρV
2
p (κ
2 cos2 θ + sin2 θ)
ξ2 = 2 cos θ sin θρV
2
p (κ
2 − 1)
ξ3 = ρV
2
p (κ
2 sin2 θ + cos2 θ).
(3.12)
En substituant les e´quations du syste`me (3.8) dans la relation (3.11), il vient :
ξ1µ
2
1k
?
x
2 + µ1(2ξ1µ2 + ξ2µ4)k
?
xk
?
z + (ξ1µ
2
2 + ξ2µ2µ4 + ξ3µ
2
4)k
?
z
2 = 1 (3.13)
Par identification de (3.13) avec l’e´quation du cercle (3.10), le changement de variables
sur les modes de propagation (3.8) est de´termine´ :
µ21 = ρV
2
p /ξ1
µ2 = −ξ2µ4/2ξ1
µ24 = ρV
2
p /(− ξ
2
2
4ξ1
+ ξ3)
(3.14)
Nous obtenons finalement :
µ1 =
√
1/(κ2 cos2 θ + sin2 θ)
µ2 = −(κ2 − 1) cos θ sin θ/κ
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
µ3 = 0
µ4 =
1
κ
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
(3.15)
ou` nous avons fixe´ arbitrairement µ1 > 0 et µ4 > 0, ce qui respecte bien µ1µ4 > 0.
E´tape 2 : changement de variables sur la vitesse. Les notations (v?x, v
?
z) et (vx, vz) repre´-
sentent les composantes de la variable vitesse pour les syste`mes isotrope et TTI elliptique
respectivement. En proce´dant comme a` l’e´tape 1, nous proposons le changement de variables :{
vx = α1v
?
x + α2v
?
z
vz = α3v
?
x + α4v
?
z
(3.16)
ou` {αj}, 1 6 j 6 4 de´signent les coefficients a` de´terminer. Ceci se re´e´crit de fac¸on matricielle
comme :
v = Av? (3.17)
avec v = (vx, vz) et avec la matrice :
A =
(
α1 α2
α3 α4
)
(3.18)
En utilisant le syste`me de l’e´lastodynamique au second ordre, nous faisons disparaˆıtre
la variable auxiliaire du tenseur des contraintes, ce qui permet de ne plus conside´rer que
la variable vitesse. Pour un mate´riau TTI elliptique, ce syste`me devient par transforme´e de
Fourier partielle en x et z :
ρ∂2t vx = C11k
2
xvx + C13kxkzvz + C15(k
2
xvz + kzkxvx)
+ C15kxkzvx + C35k
2
zvz + C55(kxkzvz + k
2
zvx)
ρ∂2t vz = C15k
2
xvx + C35kxkzvz + C55(k
2
xvz + kzkxvx)
+ C13kxkzvx + C33k
2
zvz + C35(kxkzvz + k
2
zvx)
(3.19)
92
3.1. Processus de construction en 2D
ou` C de´signe la matrice d’e´lasticite´ TTI (3.1) calcule´e pour le cas elliptique (ie δ = ε) et en
fixant Vs = 0.
Ce syste`me s’e´crit sous forme matricielle :
ρ∂2t v = [Cxxk
2
x + Cxzkxkz + Czzk
2
z ]v (3.20)
avec
Cxx =
(
C11 C15
C15 C55
)
, Cxz =
(
2C15 (C13 + C55)
(C13 + C55) 2C35
)
, Czz =
(
C55 C35
C35 C33
)
(3.21)
Pour un mate´riau isotrope et en fixant Vs = 0, le syste`me de l’e´lastodynamique au second
ordre se simplifie apre`s transforme´e de Fourier partielle en x et z en :{
ρ∂2t v
?
x = ρV
2
p (k
?
x
2v?x + k
?
xk
?
zv
?
z)
ρ∂2t v
?
z = ρV
2
p (k
?
zk
?
xv
?
x + k
?
z
2v?z)
(3.22)
Ce syste`me s’e´crit sous la forme matricielle suivante :
ρ∂2t v
? = ρV 2p [Ixxk
2
x
?
+ Ixzk
?
xk
?
z + Izzk
2
z
?
]v? (3.23)
avec v? = (v?x, v
?
z) et
Ixx =
(
1 0
0 0
)
, Ixz =
(
0 1
1 0
)
, Izz =
(
0 0
0 1
)
(3.24)
Nous poursuivons ensuite en exprimant (kx, kz) en fonction de (k
?
x, k
?
z) graˆce a` (3.8)
et (3.15) puis en remplac¸ant (vx, vz) graˆce a` (3.16) et en injectant le tout dans le syste`me (3.20) :
ρ∂2tAv
? = [Cxx(µ1k
?
x + µ2k
?
z)
2 + Cxzµ4k
?
z(µ1k
?
x + µ2k
?
z) + Czzµ
2
4k
2
z
?
]Av? (3.25)
et qui se re´e´crit :
ρ∂2tAv
? = [µ21Cxxk
?
x
2+(2µ1µ2Cxx+µ1µ4Cxz)kxkz+(µ
2
2Cxx+µ2µ4Cxz+µ
2
4Czz)k
?
z
2]Av? (3.26)
Par construction, le syste`me (3.26) doit eˆtre e´quivalent au syste`me isotrope (3.23). Nous
proce`dons donc a` l’identification terme a` terme qui conduit a` un syste`me de trois e´quations
matricielles de la forme :
A−1µ21CxxA = ρV 2p Ixx (3.27a)
A−1(2µ1µ2Cxx + µ1µ4Cxz)A = ρV 2p Ixz (3.27b)
A−1(µ22Cxx + µ2µ4Cxz + µ
2
4Czz)A = ρV
2
p Izz (3.27c)
Remarquons que si A est solution de (3.27), alors λA est e´galement solution, pour tout
λ ∈ R?. Le changement de variables est donc de´termine´ a` une constante multiplicative pre`s.
Nous introduisons :{
a = −√ρVp(κ cos2 θ + sin2 θ)/
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
b =
√
ρVp(κ− 1) cos θ sin θ/
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
(3.28)
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et les matrices intervenant dans les e´quations (3.27a) et (3.27c) peuvent se re´e´crire :
A−1
(
a2 ab
ab b2
)
A = ρV 2p Ixx
A−1
(
b2 −ab
−ab a2
)
A = ρV 2p Izz
(3.29)
ce qui conduit aux relations : {
α2 = −α4b/a
α3 = α1b/a
(3.30)
En se servant de ces relations, l’e´quation (3.27b) donne :
α1 = α4 (3.31)
Il reste une inde´termine´e qui traduit le fait que le changement est de´termine´ a` une
constante pre`s. Si nous fixons arbitrairement α1 = a, la matrice de passage devient :
A =
(
α1 α2
α3 α4
)
=
(
a −b
b a
)
(3.32)
Le changement de variables sur les vitesses (3.16) s’e´crit alors :
vx =
√
ρVp√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
[−(κ cos2 θ + sin2 θ)v?x − (κ− 1) cos θ sin θv?z ]
vz =
√
ρVp√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
[(κ− 1) cos θ sin θv?x − (κ cos2 θ + sin2 θ)v?z ]
(3.33)
E´tape 3 : changement de variables sur le tenseur des contraintes. De la meˆme manie`re que
pre´ce´demment, σ? et σ repre´sentent les tenseurs des contraintes des syste`mes isotrope et TTI
elliptique respectivement. Nous posons le changement de variables :
σxx = β1σ
?
xx + β2σ
?
zz + β3σ
?
xz
σzz = β4σ
?
xx + β5σ
?
zz + β6σ
?
xz
σxz = β7σ
?
xx + β8σ
?
zz + β9σ
?
xz
(3.34)
ou` {βj}16j69 de´signent les coefficients a` de´terminer.
Dans le syste`me de l’e´lastodynamique isotrope pour les ondes P seules (i.e. en fixant
Vs = 0), le tenseur des contraintes se re´sume a` une seule variable p
?, ce qui simplifie le
proble`me (3.34) car σ?xx = σ
?
zz = p
? et σ?xz = 0. Il ne reste donc plus qu’a` de´terminer trois
coefficients, note´s {β˜j}16j63, tels que :
σxx = β˜1p
?
σzz = β˜2p
?
σxz = β˜3p
?
(3.35)
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En proce´dant comme dans l’e´tape 2, il suffit d’e´crire le syste`me de l’e´lastodynamique (1.5)
pour un mate´riau isotrope en fixant Vs = 0 et en appliquant une transforme´e de Fourier
partielle en x et z : 
ρ∂tvx
? = k?xp
?
ρ∂tvz
? = k?zp
?
∂tp
? = ρV 2p k
?
xvx
? + ρV 2p k
?
zvz
?
(3.36)
puis pour un mate´riau TTI :
ρ∂tvx = kxσxx + kzσxz
ρ∂tvz = kxσxz + kzσzz
∂tσxx = C11kxvx + C13kzvz + C15(kxvz + kzvx)
∂tσzz = C13kxvx + C33kzvz + C35(kxvz + kzvx)
∂tσxz = C15kxvx + C35kzvz + C55(kxvz + kzvx)
(3.37)
ou` C est la matrice d’e´lasticite´ TTI (3.1) calcule´e en elliptique (ie δ = ε) en fixant Vs = 0.
Puis, en substituant les changements de variables : sur les modes de propagation (3.8)
obtenu a` l’e´tape 1, sur les vitesses (3.33) obtenu a` l’e´tape 2 et sur les contraintes (3.35) dans
le syste`me TTI elliptique (3.37), nous obtenons un syste`me en σ?xx, σ
?
zz, σ
?
xz de la forme :
ρ∂t(α1v
?
x + α2v
?
z) = (µ1k
?
x + µ2k
?
z)β˜1p
? + µ4k
?
z β˜3p
?
ρ∂t(α3v
?
x + α4v
?
z) = (µ1k
?
x + µ2k
?
z)β˜3p
? + µ4k
?
z β˜2p
?
∂tβ˜1p
? = C11(µ1k
?
x + µ2k
?
z)(α1v
?
x + α2v
?
z) + C13µ4k
?
z(α3v
?
x + α4v
?
z)
+ C15((µ1k
?
x + µ2k
?
z)(α3v
?
x + α4v
?
z) + µ4k
?
z(α1v
?
x + α2v
?
z))
∂tβ˜2p
? = C13(µ1k
?
x + µ2k
?
z)(α1v
?
x + α2v
?
z) + C33µ4k
?
z(α3v
?
x + α4v
?
z)
+ C35((µ1k
?
x + µ2k
?
z)(α3v
?
x + α4v
?
z) + µ4k
?
z(α1v
?
x + α2v
?
z))
∂tβ˜3p
? = C15(µ1k
?
x + µ2k
?
z)(α1v
?
x + α2v
?
z) + C35µ4k
?
z(α3v
?
x + α4v
?
z)
+ C55((µ1k
?
x + µ2k
?
z)(α3v
?
x + α4v
?
z) + µ4k
?
z(α1v
?
x + α2v
?
z))
(3.38)
qui doit eˆtre e´quivalent au syste`me isotrope (3.36).
En proce´dant par identification dans les trois dernie`res e´quations, nous pouvons de´terminer
le changement de variables sur les tenseurs des contraintes (3.35) :
σxx = −√ρVp(κ cos2 θ + sin2 θ)p?
σzz = −√ρVp(κ sin2 θ + cos2 θ)p?
σxz =
√
ρVp(κ− 1) cos θ sin θp?
(3.39)
E´tape 4 : formulation de la CLA TTI elliptique pour les ondes P. Il suffit d’utiliser la CLA
isotrope pour les ondes P de´duite de celle du VTI (2.66), soit : p? = −ρVpv?x. La CLA TTI va
s’e´crire a` partir de la CLA isotrope de la fac¸on suivante. Le terme p? est remplace´ dans (3.39)
pour exprimer σxx et σxz, qui sont les deux termes re´sultant du produit σn lorsque n = ex,
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en fonction de v?x. Puis, le terme v
?
x est exprime´ en fonction de vx et vz graˆce a` (3.33). Ce
processus conduit a` la CLA TTI pour les ondes P :
σxx = −ρVp κ cos
2 θ + sin2 θ√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
[(κ cos2 θ + sin2 θ)vx − (κ− 1) cos θ sin θvz]
σxz = −ρVp (κ− 1) cos θ sin θ√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
[−(κ cos2 θ + sin2 θ)vx + (κ− 1) cos θ sin θvz]
(3.40)
En re´sume´ :
En se plac¸ant dans le domaine de Fourier en espace, nous exprimons le champ anisotrope
(TTI elliptique) en fonction du champ isotrope. Pour cela, (a) nous initialisons le proce´de´ en
exprimant les vecteurs d’ondes isotropes. L’initialisation peut se faire car nous connaissons
l’expression des courbes de lenteur et donc les vecteurs d’ondes ; (b) une fois les vecteurs
d’ondes connus, nous pouvons exprimer le champ de vitesse apre`s transforme´e de Fourier en
espace – cette e´tape est facilite´e par le fait qu’il est possible d’e´liminer σ graˆce a` la formulation
du second-ordre de l’e´quation des ondes e´lastiques ; (c) nous connaissons le vecteur d’onde
anisotrope et le champ de vitesse anisotrope, nous pouvons en de´duire le tenseur σ ; (d) les
champs anisotropes s’exprimant en fonction des champs isotropes, nous appliquons la CLA
isotrope et nous revenons aux champs anisotropes graˆce au changement d’inconnues inverses,
ce qui nous permet finalement d’obtenir une CLA anisotrope (TTI elliptique).
CLA pour le syste`me de l’e´lastodynamique TTI elliptique
Pour former une CLA TTI pour le syste`me de l’e´lastodynamique, c’est-a`-dire sans de´coupler
les ondes P et les ondes S, nous proposons d’additionner les contributions des CLA pour les
ondes P elliptiques (3.40) et pour les ondes S (2.80). Nous avons vu a` la section 2.2.2 que la
CLA d’ordre faible VTI est e´gale a` la somme des contributions des CLA des sous-proble`mes
pseudo-acoustiques en ondes P et ondes S et c’est ce qui nous incite a` proposer cette approche.
En effet, nous savons qu’un milieu TTI peut eˆtre vu comme une transformation simple (a`
savoir une rotation) d’un milieu VTI. Nous pouvons donc supposer que la CLA comple`te pour
le cas TTI s’obtient comme la CLA comple`te pour le cas VTI. Cette somme donne :
σxx = −ρVp κ cos
2 θ + sin2 θ√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
[(κ cos2 θ + sin2 θ)vx − (κ− 1) cos θ sin θvz]
σxz = −ρVp (κ− 1) cos θ sin θ√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
[−(κ cos2 θ + sin2 θ)vx + (κ− 1) cos θ sin θvz]− ρVsvz
(3.41)
Remarque 3.1 Lorsque l’angle d’inclinaison est nul (i.e. θ = 0), la CLA TTI (3.41) co¨ıncide
avec la CLA VTI (2.53).
Remarque 3.2 Lorsque les constantes de Thomsen sont nulles (i.e. ε = δ = 0, soit κ =
1), la CLA TTI (3.41) redevient isotrope, c’est-a`-dire comme (2.24), quel que soit l’angle
d’inclinaison. Ceci est duˆ au fait qu’en isotrope, les vitesses de propagation sont les meˆmes
dans toutes les directions.
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3.1.3 E´tude expe´rimentale pour l’e´lastique TTI 2D
Cas tests
Pour commencer, nous reprenons les cas tests simples de´ja` de´crits dans les cas isotrope et
VTI, a` savoir un cas homoge`ne, c’est-a`-dire avec un seul mate´riau, puis des cas bi-couches,
de type bande ou coin, voir Fig. 3.2, de dimension 10 km2 dont les caracte´ristiques physiques
sont de´crites dans le tableau 3.1 (ou` nous conside´rons que la masse volumique en 2D est une
masse surfacique).
b
source
Ωe1
b
source
Ωe1
Ω2
b
source
Ωe1
Ω2
Figure 3.2 – Cas tests TTI 2D homoge`ne (gauche), bi-couches (centre) et coin (droite)
milieu ρ [kg.m−2] Vp [m.s−1] Vs [m.s−1] ε δ θ [˚ ]
Ω1 1 3000 1800 0.20 0.10 30
Ωe1 1 3000 1800 0.20 0.20 30
Ω2 1 2200 1250 0.15 0.05 15
Table 3.1 – Caracte´ristiques physiques des cas-tests TTI 2D
Source et condition initiale
De meˆme que pour les cas isotrope et VTI, nous allons suivre la proce´dure de´crite dans
la section 1.1.2 pour construire une condition initiale ou une source afin de ne ge´ne´rer qu’une
onde P, qu’une onde S ou la combinaison d’une onde P et d’une onde S.
Dans un milieu TTI 2D, la matrice de l’e´quation de dispersion s’e´crit :
ETTI,2D =
(
C11kx
2 + 2C15kxkz + C55kz
2 C15kx
2 + (C55 + C13)kxkz + C35kz
2
C15kx
2 + (C55 + C13)kxkz + C35kz
2 C55kx
2 + 2C35kxkz + C33kz
2
)
(3.42)
ou` C est la matrice d’e´lasticite´ TTI 2D (3.1).
Dans le cas elliptique, les vecteurs propres de (3.42) sont orthogonaux et font intervenir
97
Chapitre 3. Conditions aux limites absorbantes pour des mate´riaux TTI
les symboles de Fourier :

Λp =
(
(X cos2 θ + Z sin2 θ)ikx + (X − Z) cos θ sin θikz
(X − Z) cos θ sin θikx + (Z cos2 θ +X sin2 θ)ikz
)
Λs =
(
−(X − Z) cos θ sin θikx − (Z cos2 θ +X sin2 θ)ikz
(X cos2 θ + Z sin2 θ)ikx + (X − Z) cos θ sin θikz
) (3.43)
ce qui conduit aux ope´rateurs :

Bp =
(
(X cos2 θ + Z sin2 θ)∂x + (X − Z) cos θ sin θ∂z
(X − Z) cos θ sin θ∂x + (Z cos2 θ +X sin2 θ)∂z
)
Bs =
(
−(X − Z) cos θ sin θ∂x − (Z cos2 θ +X sin2 θ)∂z
(X cos2 θ + Z sin2 θ)∂x + (X − Z) cos θ sin θ∂z
) (3.44)
avec X =
√
κ2V 2p − V 2s et Z =
√
V 2p − V 2s .
Nous rappelons que nous avons choisi pour conditions initiales σ
0
= 0 et v0(x) =
B?(e
−pi2||x−x0||2). Pour l’e´quation e´lastique TTI elliptique 2D, cela conduit aux diffe´rents
choix :
v0(x) =
(
(X cos2 θ + Z sin2 θ)(x− x0) + (X − Z) cos θ sin θ(z − z0)
(X − Z) cos θ sin θ(x− x0) + (Z cos2 θ +X sin2 θ)(z − z0)
)
e−pi2||x−x0||2 ,
pour ne ge´ne´rer qu’une onde P,
v0(x) =
(
−(X − Z) cos θ sin θ(x− x0)− (Z cos2 θ +X sin2 θ)(z − z0)
(X cos2 θ + Z sin2 θ)(x− x0) + (X − Z) cos θ sin θ(z − z0)
)
e−pi2||x−x0||2 ,
pour ne ge´ne´rer qu’une onde S,
(3.45)
ou la somme des deux pour ge´ne´rer une combinaison d’ondes P et S.
Pour utiliser une source ponctuelle a` la place d’une condition initiale, nous rappelons que
sa forme, lorsqu’elle est applique´e sur l’e´quation du tenseur des contraintes, est sR(t)s(x), ou`
sR(t) est une amplitude (en l’occurrence une ondelette de Ricker de´finie en (1.9)). Il suffit
ensuite de chercher s telle que ∇ · s = B?(δx0). Ecrivons cette e´galite´ pour Bp :(
∂xsxx + ∂zsxz
∂xszx + ∂zszz
)
=
(
(X cos2 θ + Z sin2 θ)∂x + (X − Z) cos θ sin θ∂z
(X − Z) cos θ sin θ∂x + (Z cos2 θ +X sin2 θ)∂z
)
δx0 (3.46)
L’identification terme a` terme conduit a` une solution simple : sxz = szx = (X−Z) cos θ sin θδx0 ,
sxx = (X cos
2 θ+Z sin2 θ)δx0 et szz = (Z cos
2 θ+X sin2 θ)δx0 . En proce´dant de la meˆme fac¸on
pour Bs, les diffe´rentes sources possibles pour l’e´quation e´lastique TTI elliptique 2D s’e´crivent
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finalement :
s(x) = δx0(x)
(
(X cos2 θ + Z sin2 θ) (X − Z) cos θ sin θ
(X − Z) cos θ sin θ (Z cos2 θ +X sin2 θ)
)
, pour ne ge´ne´rer qu’une onde P,
s(x) = δx0(x)
(
−(X − Z) cos θ sin θ −(Z cos2 θ +X sin2 θ)
(X cos2 θ + Z sin2 θ) (X − Z) cos θ sin θ
)
, pour ne ge´ne´rer qu’une onde S,
(3.47)
ou la somme des deux pour ge´ne´rer une combinaison d’ondes P et S.
Remarque 3.3 Les matrices qui apparaissent dans les sources TTI (3.47) peuvent e´galement
se de´duire de l’e´tude VTI. Nous notons les matrices des sources VTI (2.86)
MV TI,P =
(
X 0
0 Z
)
, MV TI,S =
(
0 −Z
X 0
)
alors les matrices des sources TTI s’obtiennent par la formule
MTTI,? = R
T
θMV TI,?Rθ, avec Rθ =
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ
)
ou` Rθ est la matrice du changement de base entre le repe`re carte´sien et le repe`re TTI 2D.
Les ope´rateurs intervenant dans les conditions initiales TTI (3.45) et donc les vecteurs
propres de la matrice de dispersion TTI (3.55) peuvent e´galement se de´duire de la meˆme
fac¸on :
ΛTTI,? = R
T
θMV TI,?Rθ
(
ikx
ikz
)
Re´sultats nume´riques
Comme pour les cas isotrope et VTI, dans les trois configurations de domaine de´crites a` la
Fig. 3.2 et dans le tableau 3.1, nous allons conside´rer une source e´lastique (ondes P et S) puis
des sources pseudo-acoustiques (onde P ou onde S). Les re´sultats sur le domaine homoge`ne
sont pre´sente´s Fig. 3.3, ceux des domaines bi-couches bande et coin sont pre´sente´s Fig. 3.4
et 3.5 respectivement. Le module du vecteur vitesse est repre´sente´ pour diffe´rents temps de
simulation. A` t = 1s, nous observons le front d’onde, ce qui permet de figer l’e´chelle des
repre´sentations. A` t = 2s ou t = 3s, nous commenc¸ons a` observer le fonctionnement des CLA
car le front d’onde a atteint les bords du domaine de calcul. Nous laissons ensuite les calculs
continuer jusqu’a` t = 5s puis t = 7s. Nous observons ainsi les re´flexions parasites propres
aux bords absorbants. Les meˆmes re´sultats sont ensuite pre´sente´s a` l’e´chelle de couleurs des
re´flexions, calcule´e au temps, en fonction des cas, t = 5s (homoge`ne) ou t = 7s (bi-couches).
Toutes les valeurs des e´chelles sont regroupe´es dans le tableau 3.2.
Remarque 3.4 A` notre connaissance, il n’existe aucun travail de´die´ a` la construction de
source ou conditions initiales pertinentes pour tester les performances des conditions aux
limites. C’est e´tonnant car c’est un point de´licat dont nous entendons souvent parler dans
l’industrie. Nous ne pouvons donc valider la nouvelle condition aux limites en conside´rant des
re´sultats de la litte´rature et c’est pourquoi nous allons plutoˆt utiliser nos expe´riences dans des
milieux VTI et isotropes.
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source temps homoge`ne
bi-couche bi-couche
bande coin
PS
1s / 1s / 1s 2.00 2.00 2.00
5s / 7s / 7s 0.12 0.27 0.27
P
1s / 1s / 1s 1.68 1.85 1.89
5s / 7s / 7s 0.05 0.12 0.10
S
1s / 1s / 1s 2.00 2.00 2.00
5s / 7s / 7s 0.12 0.26 0.24
Table 3.2 – Valeurs maximales du module du vecteur vitesse pour l’e´tude TTI 2D
Comparaison avec la CLA isotrope
Nous proposons maintenant de comparer la CLA TTI a` la CLA isotrope dans le domaine
homoge`ne TTI elliptique. Les re´sultats avec des sources e´lastiques (ondes P et S) et pseudo-
acoustiques (onde P et onde S) sont repre´sente´s pour la CLA isotrope Fig. 3.6 (a` comparer
avec la Fig. 3.3). Il apparaˆıt avant toute chose que les re´flexions sont assez faibles meˆme en
utilisant une CLA isotrope. La diffe´rence la plus importante re´side dans la re´flexion de l’onde
P en onde P qui n’apparaˆıt pas dans le cas de la CLA TTI et qui est tre`s visible dans le
cas de la CLA isotrope. Ces re´flexions sont plus fortes pour un bord de normale exte´rieure
ex que pour un bord de normale exte´rieure ez. Cela vient du fait que l’angle TTI est assez
faible et donc la propagation des ondes dans le sens verticale est proche d’un comportement
isotrope. La re´flexion d’onde P en onde S est aussi plus forte avec une CLA isotrope, ceci
peut notamment se ve´rifier en comparant les e´chelles de repre´sentation des calculs. Enfin, les
re´flexions de l’onde S sont comparables et cela est cohe´rent puisque l’onde S est a` chaque fois
mode´lise´e de la meˆme fac¸on.
Non-elliptique
Pour construire la CLA TTI, nous avons suppose´ que le milieu est elliptique (et donc
artificiel). Cela a eu pour conse´quence de simplifier les calculs en e´liminant le parame`tre δ
et la condition obtenue ne de´pend donc pas de ce parame`tre. Nous e´mettons le postulat que
la condition obtenue est aussi valable dans un milieu non elliptique (et donc re´el) en nous
appuyant sur la remarque que la CLA d’ordre faible pour un milieu VTI ne de´pend pas non
plus du parame`tre δ et que les deux milieux s’expriment simplement l’un par rapport a` l’autre
via une rotation. En reprenant l’exemple de configuration non-elliptique dans un domaine
homoge`ne avec les parame`tres pre´cise´s dans le tableau 3.1 et pour une source e´lastique, nous
obtenons les re´sultats de la Fig. 3.7, qui sont en effet similaires a` ceux du cas VTI (Fig. 2.10).
La comparaison avec l’utilisation d’une CLA isotrope est pre´sente´e Fig. 3.8. De meˆme que
pour le cas elliptique, les re´flexions de l’onde P sont beaucoup plus fortes avec une CLA
isotrope.
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(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
(c) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(d) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
(e) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(f) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
Figure 3.3 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a` droite) sur la configuration TTI homoge`ne 2D
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(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
(c) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(d) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
(e) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(f) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
Figure 3.4 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a` droite) sur la configuration bi-couche bande TTI 2D
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(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
(c) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(d) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
(e) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(f) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 7s
Figure 3.5 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de
gauche a` droite) sur la configuration bi-couche coin TTI 2D
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(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s : 2.00
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s : 0.14
(c) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s : 1.68
(d) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s : 0.06
(e) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s : 2.00
(f) source S, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s : 0.14
Figure 3.6 – Comparaison avec la CLA isotrope a` t = 1s, 2s, 3s, 5s, et 7s (de gauche a` droite)
dans la configuration homoge`ne TTI 2D
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(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
Figure 3.7 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 1s, 2s, 5s et 7s pour un
cas 2D TTI non-elliptique homoge`ne. Les valeurs maximales sont 2.04 et 0.10 aux temps
respectifs t = 1s et t = 5s.
(a) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 1s
(b) source PS, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 5s
Figure 3.8 – Comparaison avec la CLA isotrope a` t = 1s, 2s, 5s et 7s dans un milieu 2D TTI
non-elliptique homoge`ne. Les valeurs maximales sont 2.04 et 0.16 aux temps respectifs t = 1s
et t = 5s.
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3.1.4 Stabilite´ des proble`mes mixtes TTI 2D
Comme a` la section 2.3.1, le syste`me de l’e´lastodynamique (1.5) est lie´ a` la fonction
E(t) =
1
2
(||v||2Ωx,ρ+||σ||2Ωx,C−1). Nous supposons que la solution du proble`me est assez re´gulie`re
pour avoir :
d
dt
E(t) =
∫
Γx
(σn)vdx (3.48)
Nous nous plac¸ons sur une frontie`re Γx = {x = 0}. Le vecteur n est la normale exte´rieure
a` Γx donc n = (1, 0) et σn = (σxx, σxz). Enfin, les composantes de σ sont de´finies par la CLA
TTI du syste`me (3.41). Ainsi : ddtE(t) = −
∫
Γx
[
√
ρVp
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ[(κ cos2 θ + sin2 θ)vx − (κ− 1) cos θ sin θvz]2
+ρVsv
2
z ]dx
(3.49)
Comme cette quantite´ est ne´gative, l’e´nergie du syste`me continu est de´croissante, ce qui as-
sure la stabilite´ du proble`me de l’e´lastodynamique 2D TTI avec la CLA (3.41).
En suivant les meˆmes e´tapes qu’au chapitre pre´ce´dent, nous pouvons affirmer que l’e´nergie
Esemid(t) =< ∂tMvvh,vh > + < ∂tMσ,C−1σh,σh >) (3.50)
associe´e au proble`me mixte semi-discret obtenu en appliquant une formulation DG avec flux
centre´s est de´croissante. Enfin, pour que la quantite´
End =
1
2
< Mvv
n
h,v
n
h > +
1
2
< Mσ,C−1σ
n+ 1
2
h ,σ
n− 1
2
h > (3.51)
associe´e au proble`me mixte discret obtenu en combinant au proble`me semi-discret un sche´ma
en temps de type Leap-Frog soit une e´nergie, il faut et il suffit que la matrice
Mv − ∆t
2
4
Rσ(Mσ,C)
−1(Rσ)T (3.52)
soit positive, ce qui de´finit une condition de stabilite´ du sche´ma de type CFL
1− ∆t
2
4
λmax > 0 (3.53)
ou` λmax est la plus grande valeur propre de la matrice M
−1
v Rσ(Mσ,C−1)
−1(Rσ)T .
Remarque 3.5 Dans le code DIVA, nous mesurons l’e´nergie discre`te suivant la formule (3.51).
Nous avons e´galement modifie´ la CFL en imple´mentant la me´thode de la puissance (voir al-
gorithme 2.1), qui a l’avantage de s’appliquer inde´pendamment a` des configurations isotropes
et anisotropes.
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3.1.5 Courbes d’e´nergies de l’e´tude TTI 2D
De meˆme que pour les cas isotrope et VTI, la Fig. 3.9 de´crit le comportement de l’e´nergie
discre`te pour des sources donne´es par une onde P, une onde S et une source PS. Ces expe´riences
se rapportent aux images des fronts d’ondes pre´sente´es sur les Fig. 3.3, 3.4 et 3.5. Nous
rappelons que l’e´nergie s’exprime en J.s−2 car nous travaillons en vitesse et non en de´placement
(et en conside´rant la masse volumique en 2D comme une masse surfacique). Le cas homoge`ne
permet de de´crypter les diffe´rentes e´tapes de la simulation. L’e´nergie croˆıt fortement puis
de´croˆıt par paliers. C’est sur le second palier, a` t = 5s environ, que l’efficacite´ d’une CLA
peut eˆtre mesure´e. Sur les trois configurations i.e. homoge`ne, bi-couches bande et coin, les
diffe´rences entre les trois types de source sont les meˆmes que pour les cas isotrope et VTI. Une
simulation avec une source PS a une courbe d’e´nergie correspondant plutoˆt a` l’ absorption de
l’onde S et ne permettant pas de distinguer les petites re´flexions de l’onde P.
Comparaison avec la CLA isotrope
En utilisant une CLA isotrope dans une milieu TTI, nous avons observe´ a` la Fig. 3.6
que les re´flexions d’ondes P e´taient tre`s fortes. L’e´tude de l’e´nergie sur le cas homoge`ne de
cette expe´rience est pre´sente´e sur la Fig. 3.10. Les courbes de la source en onde P confirment
les observations, les re´flexions de l’onde P transforme´e en onde P, palier a` 0.1, mais aussi
transforme´e en onde S, avec un palier a` 0.01, sont plus fortes avec une CLA isotrope qu’avec
une CLA TTI ou` nous observons un palier en dessous de 0.01. En comparaison avec les
simulations dote´es d’une source en onde PS ou en onde S, la premie`re re´flexion (onde P
transforme´e en onde P) se produit alors que l’onde S n’est pas encore totalement absorbe´e
et la deuxie`me re´flexion (onde P transforme´e en onde S) a une intensite´ plus faible que les
re´flexions de l’onde S (transforme´e en ondes P et S). Ces re´flexions sont visibles sur les images
des fronts d’ondes mais ne se de´tectent que sur les courbes d’e´nergie de la simulation avec
une source en onde P.
Non-elliptique
Les e´nergies correspondant aux expe´riences avec un milieu TTI non-elliptique (Fig. 3.7)
sont pre´sente´es Fig. 3.11 pour une source e´lastique. Le comportement est le meˆme que pour un
milieu TTI elliptique (Fig. 3.9). La comparaison avec le cas homoge`ne pour une CLA isotrope
ou VTI est pre´sente´e a` la Fig. 3.12, correspondant a` l’expe´rience de la Fig. 3.8 ou` la CLA
isotrope est utilise´e dans un milieu TTI non-elliptique. Comme la source est e´lastique, les
re´flexions de l’onde P visibles sur les images ne sont pas e´valuables par les courbes d’e´nergie.
Simulation en temps long
Nous avons prouve´ la stabilite´ du proble`me mixte discret modulo une condition CFL.
Ne´anmoins, nous savons que l’utilisation de conditions aux limites instables peut faire que la
solution nume´rique se mette a` croˆıtre de fac¸on exponentielle apre`s un temps long de simu-
lation, c’est-a`-dire bien apre`s les re´flexions des ondes. Nous proposons donc ici de mesurer
l’e´nergie discre`te pour un temps long de simulation. La Fig. 3.13 regroupe les e´nergies discre`tes
mesure´es sur des cas TTI elliptique et TTI non-elliptique pour des configurations homoge`ne,
bi-couches bande et coin avec une source e´lastique. Une fois la pre´cision machine atteinte, la
mesure de l’e´nergie ne montre aucune instabilite´ en temps long.
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Figure 3.9 – E´nergies discre`tes pour les cas TTI 2D homoge`ne (haut) et bi-couches, bande
(centre) et coin (bas)
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Figure 3.10 – Comparaison avec les CLA isotrope et VTI dans un milieu homoge`ne TTI 2D,
avec une source PS (haut), une source P (centre) et une source S (bas)
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Figure 3.11 – E´nergie discre`te dans les cas TTI 2D non-elliptique
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Figure 3.12 – Comparaison avec les CLA isotrope et VTI sur un cas TTI 2D non-elliptique
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Figure 3.13 – E´nergie discre`te pour des temps long dans les cas TTI elliptique (haut) et TTI
non-elliptique (bas) 2D
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3.2 Coefficients de re´flexion de la CLA TTI 2D
Au paragraphe pre´ce´dent, nous avons e´tudie´ la stabilite´ de la CLA. Celle-ci est de´montre´e
a` l’aide d’une technique e´nerge´tique. Dans ce paragraphe, nous nous inte´ressons aux re´flexions
cause´es par le bord absorbant. Il s’agit donc d’analyser le comportement de la solution du
proble`me mixte.
Nous conside´rons ici un domaine semi-infini {Ω : x ∈]−∞, 0]} avec une CLA en {x = 0}.
Au bord du domaine, la condition aux limites absorbante re´fle´chit une partie des ondes. Une
onde P produit deux re´flexions d’ondes note´es PP et PS, et une onde S produit deux re´flexions
d’ondes note´es SP et SS. Le champ d’onde total est la somme de l’onde incidente et des ondes
re´fle´chies :
uI = uincI + uII + uIJ (3.54)
avec (I, J) repre´sentant (P, S) pour une onde incidente P et (S, P ) pour une onde incidente S.
Soit la matrice de l’e´quation de dispersion du syste`me de l’e´lastodynamique en dimension
deux :
ETTI,2D =
(
C11kx
2 + C55kz
2 + 2C15kxkz C15kx
2 + (C55 + C13)kxkz + C35kz
2
C15kx
2 + (C55 + C13)kxkz + C35kz
2 C55kx
2 + C33kz
2 + 2C35kxkz
)
(3.55)
ou` C est la matrice d’e´lasticite´ TTI 2D (3.1).
Sous l’hypothe`se d’ellipticite´ (κ =
√
1 + 2ε =
√
1 + 2δ), les vecteurs propres de la matrice
ETTI,2D sont donne´s par :
(
(X cos2 θ + Z sin2 θ)ikx + cos θ sin θ(X − Z)ikz
cos θ sin θ(X − Z)ikx + (Z cos2 θ +X sin2 θ)ikz
)
,
(
− cos θ sin θ(X − Z)ikx − (Z cos2 θ +X sin2 θ)ikz
(X cos2 θ + Z sin2 θ)ikx + cos θ sin θ(X − Z)ikz
) (3.56)
avec X =
√
κ2V 2p + V
2
s et Z=
√
V 2p + V
2
s . L’angle θ e´tant le coefficient de Thomsen de rota-
tion TTI.
Nous notons AII et AIJ les coefficients de re´flexion. Ils interviennent de la fac¸on suivante :
uinc =
(
(X cos2 θ + Z sin2 θ)ikx + cos θ sin θ(X − Y )ikz
cos θ sin θ(X − Y )ikx + (Z cos2 θ +X sin2 θ)ikz
)
pinc
urp =
(
−(X cos2 θ + Z sin2 θ)ikpx + cos θ sin θ(X − Y )ikz
− cos θ sin θ(X − Y )ikpx + (Z cos2 θ +X sin2 θ)ikz
)
Appp
rp
urs =
(
cos θ sin θ(X − Y )iksx − (Z cos2 θ +X sin2 θ)ikz
−(X cos2 θ + Z sin2 θ)iksx + cos θ sin θ(X − Y )ikz
)
Apsp
rs
(3.57)
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avec
pinc = eiwt+ikxx+ikzz, pI = eiwt+ik
I
xx+ik
I
zz, pJ = eiwt+ik
J
xx+ik
J
z z (3.58)
pour un bord de normale exte´rieure coline´aire a` ex, sur lequel nous avons k
J
z = k
I
z = kz.
Les coefficients de re´flexion de l’onde S peuvent s’exprimer, comme en VTI, en fonction
d’un parame`tre θ0 qui correspond a` l’angle d’incidence de l’onde sur le bord absorbant. Ce
parame`tre de´termine la valeur des rapports kw . Pour l’onde P, comme le front d’onde est in-
cline´, il est plus simple de se re´fe´rer directement a` l’un de ses rapports. Nous choisissons kzw et
meˆme plus directement kz. La Fig. 3.14 repre´sente ces rapports pour une onde incidente P ou
S. Le rapport kzw peut toujours se de´terminer par trigonome´trie pour l’onde S :
kz
w
= −sin θ0
Vs
.
Contrairement au cas VTI, les rapports kxw ,
kIx
w et
kJx
w ne se de´duisent plus par syme´trie
et par la loi de Snell-Descartes. Ils se calculent maintenant via les e´quations du cercle et de
l’ellipse
ξ1k
2
x + ξ2kxkz + ξ3k
2
z = 1 (3.59)
avec 
ξ1 = ρV
2
p (κ
2 cos2 θ + sin2 θ)
ξ2 = 2 cos θ sin θρV
2
p (κ
2 − 1)
ξ3 = ρV
2
p (κ
2 sin2 θ + cos2 θ).
(3.60)
Ainsi, il est possible d’e´crire, a` kz fixe´ :
kx
w
=
−ξ2kz +
√
k2zξ
2
2 − 4ξ1(ξ3k2z − 1)
2ξ1
,
kPx
w
=
−ξ2kz −
√
k2zξ
2
2 − 4ξ1(ξ3k2z − 1)
2ξ1
,
et
kSx
w
= −
√
1
V 2s
− k2z , pour l’onde P,
kx
w
=
cos θ0
Vs
,
kSx
w
= −cos θ0
Vs
,
kPx
w
=
−ξ2kz −
√
k2zξ
2
2 − 4ξ1(ξ3k2z − 1)
2ξ1
, pour l’onde S.
(3.61)
Les coefficients de re´flexion ne sont plus syme´triques en kz ou θ0 comme en VTI. Pour
l’onde S, le parame`tre angulaire θ0 parcours l’intervalle [−pi2 , pi2 ]. Pour l’onde P, les extre´mite´s
de l’intervalle de kz correspondent aux points de la courbe de lenteur ou` les vitesses de groupe
sont verticales, c’est-a`-dire aux points ou` la tangente est horizontale (voir Fig. 3.15). Ces points
sont la double racine de l’e´quation de l’ellipse a` kx fixe´ : kz ∈
[
− 2
√
ξ1√
−ξ22 + 4ξ1ξ3
,
2
√
ξ1√
−ξ22 + 4ξ1ξ3
]
.
Remarque 3.6 Au-dela` d’un certain angle critique, et comme physiquement Vs < Vp, le
rapport k
P
x
w devient complexe pour l’onde S. De plus, pour les deux ondes, au-dela` d’un autre
angle critique, les rapports kxw et
kPx
w sont tous les deux du meˆme signe. Nous retrouvons
e´galement cette proprie´te´ sur la Fig. 3.14.
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Figure 3.14 – Sche´ma des angles intervenant dans la re´flexion de l’onde P (gauche) et de
l’onde S (droite), en TTI
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Figure 3.15 – Domaine d’e´tude des coefficients de re´flexion de l’onde P et de l’onde S en
TTI
Sur un bord de normale exte´rieure coline´aire a` ex, le champ total u ve´rifie la CLA (3.41) :
C11∂xux + C13∂zuz + C15∂xuz + C15∂zux
= ρVp
κ cos2 θ + sin2 θ
(κ2 cos2 θ + sin2 θ)1/2
∂t[(κ cos
2 θ + sin2 θ)ux + (κ− 1) cos θ sin θuz]
C15∂xux + C35∂zuz + C55∂xuz + C55∂zux
= ρVp
(κ− 1) cos θ sin θ
(κ2 cos2 θ + sin2 θ)1/2
∂t[(κ cos
2 θ + sin2 θ)ux + (κ− 1) cos θ sin θuz] + ρVs∂tuz
(3.62)
Comme au chapitre pre´ce´dent, la suite du processus consiste a` utiliser (3.57) dans la
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premie`re et la dernie`re e´quation de (3.62), pour l’onde P ou l’onde S. Ensuite, le fait de se
placer sur la frontie`re, c’est-a`-dire en {x = 0}, permet de simplifier les exponentielles (3.58)
des termes p? qui sont toutes e´gales. Il en re´sulte un syste`me matriciel sur l’onde P ou l’onde
S. Malheureusement, les solutions de ce syste`me sont tre`s complexes et le logiciel MapleTM
est dans l’incapacite´ d’en fournir un de´veloppement limite´. Il reste ne´anmois la possibilite´ de
calculer ces coefficients pour des parame`tres physiques donne´s, voir annexe A.6.
La Fig. 3.16 repre´sente les coefficients de re´flexion pour un milieu TTI elliptique, avec la
CLA TTI, la CLA VTI et la CLA isotrope. Les courbes ne sont plus syme´triques comme en
VTI mais pre´sentent tout de meˆme des similitudes avec les courbes VTI (Fig. 2.19). Il existe au
moins un point, hors extre´mite´s, sur chaque courbe de CLA TTI ou` les re´flexions sont nulles.
Aux extre´mite´s, ce qui correspond a` la notion d’incidence rasante en TTI, les coefficients APP
et ASS ge´ne`rent une re´flexion totale. Le coefficient APS est assez faible tandis que le coefficient
ASP est plus important. De plus, APS et ASP sont nuls aux extre´mite´s mais pre´sentent un
pic tout proche. D’ailleurs, la courbe ASP de la CLA TTI de´passe la valeur de 1 dans cette
zone.
La comparaison entre l’utilisation d’une CLA TTI et d’une CLA VTI ou isotrope dans un
milieu TTI met en e´vidence la supe´riorite´ de la CLA TTI au centre des intervalles d’observa-
tion, correspondant a` la notion d’incidence normale en TTI. Ceci s’observe par des coefficients
moins e´leve´s et surtout par les coefficients APP et APS des CLA isotrope et VTI qui sont
plus importants dans cette zone. Les choix d’approximation et de simplification ont e´te´ faits
dans ce sens. Par contre, contrairement au cas d’un milieu VTI, les courbes des CLA isotrope
et VTI ne sont pas toujours en-dessous des courbes de la CLA TTI dans les zones proches
des extre´mite´s.
Remarque 3.7 Ces re´sultats sont a` corre´ler avec les images des fronts d’ondes de la CLA
TTI (Fig. 3.3), de la CLA isotrope dans un milieu TTI (Fig. 3.6) et des courbes d’e´nergies
discre`tes (Fig. 3.10).
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(a) APP (b) APS
(c) ASS (d) ASP
Figure 3.16 – Coefficients de re´flexion de la CLA TTI 2D pour Vp = 3000 m.s
−1, Vs =
1750 m.s−1, ε = 0.25 et θ = 30˚ , en fonction de θ0 ou kz, en rouge trait plein, comparaison
avec l’utilisation d’une CLA VTI, en bleu trait pointille´ et d’une CLA isotrope, en vert trait
semi-pointille´, dans le meˆme milieu TTI elliptique
3.3 Extension au cas 3D
3.3.1 Construction d’une CLA pour un mate´riau TTI 3D
Nous allons suivre la meˆme de´marche qu’en dimension deux, de´taille´e dans la section 3.1.
Ici encore, nous nous plac¸ons dans un contexte d’anisotropie elliptique, c’est-a`-dire en fixant
δ = ε. Cette hypothe`se se justifie apre`s avoir observe´ que le coefficient de Thomsen δ n’appa-
raissait pas dans la CLA d’ordre faible VTI 2D (2.53) et qu’un milieu TTI 2D peut se de´crire
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comme une rotation d’un milieu VTI 2D. En dimension trois, cette proprie´te´ est toujours
vraie et nous allons l’exploiter encore une fois.
En dimension trois, un mate´riau e´lastique laisse se propager trois ondes : une onde P et
deux ondes S. Dans le cas d’un mate´riau isotrope, les deux ondes S sont confondues mais dans
le cas d’un mate´riau anisotrope, les deux ondes S sont inde´pendantes. Pour l’anisotropie de
type transverse isotrope, les deux ondes S sont diffe´rencie´es par le coefficient de Thomsen γ
de´fini dans (1.22).
Surfaces de lenteur
Les surfaces de lenteur sont tre`s commodes pour repre´senter l’anisotropie d’un milieu.
La Fig. 3.17 les repre´sentent sur un cas isotrope. En dimension trois, les surfaces de lenteur
sont des sphe`res pour les cas isotropes. Les Fig. 3.18 et 3.19 concernent les cas VTI et TTI
respectivement, en diffe´renciant les configurations elliptique et non-elliptique. Les courbes ont
e´te´ obtenues via des calculs re´alise´s a` partir du logiciel MapleTM (voir annexe A.7). Comme en
dimension deux, le fait de conside´rer un cas d’anisotropie TI elliptique conduit a` des formes
simples a` parame´trer. La surface de lenteur de l’onde P forme un ellipso¨ıde de re´volution
(aplati dans le plan (x, y) en VTI). Celles des ondes S forment une sphe`re et un ellipso¨ıde de
re´volution (e´galement aplati dans le plan (x, y) en VTI).
Figure 3.17 – Surfaces de lenteur e´lastiques isotropes : plan (x, y) (a` gauche), plan (x, z) (au
milieu) et plan (x, z) (a` droite) avec ρ = 1 kg.m−3, Vp = 3000 m.s−1 et Vs = 1800 m.s−1,
pour les ondes P en rouge trait plein, pour les ondes S en bleu trait pointille´ et vert trait
semi-pointille´
La me´thode de construction d’une CLA TTI pour la 3D s’appuie sur la formulation d’un
changement de variables base´ sur des ge´ome´tries simples comme la sphe`re ou l’ellipso¨ıde de
re´volution. Ces ge´ome´tries sont dicte´es par les formes connues des surfaces de lenteur. Nous
choisissons comme re´fe´rence le cas isotrope et les solutions du proble`me correspondant sont
repe´re´es graˆce au symbole e´toile. Soit (v?, σ?) la solution du proble`me de propagation d’ondes
e´lastiques isotropes et (v, σ) celle du proble`me anisotrope TTI elliptique. Nous allons exprimer
la relation entre ces deux solutions et nous l’utiliserons ensuite pour de´duire une CLA TTI
d’une CLA isotrope. Les ge´ome´tries simples des surfaces de lenteur fournissent un premier
changement de variables entre les modes de propagation des syste`mes isotrope (k?x, k
?
y, k
?
z)
et TTI elliptique (kx, ky, kz). Il reste a` de´terminer, par identification, les changements de
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(a) configuration non-elliptique
(b) configuration elliptique (δ = ε)
Figure 3.18 – Surfaces de lenteur e´lastiques VTI : plan (x, y) (a` gauche), plan (y, z) (au
milieu) et plan (x, z) (a` droite) avec ρ = 1kg.m−3, Vp = 3000 m.s−1, Vs = 1800 m.s−1,
ε = 0.25, δ = 0.10 et γ = 0.20, pour les ondes P en rouge trait plein, pour les ondes S en bleu
trait pointille´ et vert trait semi-pointille´
variables sur les vitesses v et v? et les tenseurs des contraintes σ et σ?.
CLA TTI elliptique pour les ondes P
Comme en dimension deux, les surfaces de lenteur des ondes P et des ondes S sont
de´couple´es, ne permettant pas de formuler un changement de variables sur les trois formes
ge´ome´triques en meˆme temps (voir Fig. 3.17, 3.18 et 3.19). Nous allons donc a` nouveau
de´coupler les proble`mes pour construire des CLA TTI pseudo-acoustiques pour les ondes P et
les ondes S. Lorsque γ = 0, les ondes S sont confondues, permettant de de´duire directement
la CLA d’ordre faible TTI elliptique pour les ondes S a` partir de la configuration isotrope. La
de´marche est alors similaire a` ce que nous avons fait en 2D. Lorsque γ 6= 0, la surface de len-
teur d’une des ondes S est toujours une sphe`re, mais celle de la seconde est un ellipso¨ıde. Cet
ellipso¨ıde admet les meˆmes axes principaux que la surface de lenteur de l’onde P et seuls les
rayons diffe`rent. Cependant, le processus de construction de la CLA pour cette onde S s’ave`re
plus complique´ que pour l’onde P car il ne´cessite de de´coupler les deux ondes S. La suite
des de´veloppements se concentre sur la construction d’une CLA d’ordre faible TTI elliptique
pour les ondes P, c’est-a`-dire en fixant temporairement Vs = 0 (ce qui ne fait plus intervenir γ).
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(a) configuration non-elliptique
(b) configuration elliptique (δ = ε)
Figure 3.19 – Surfaces de lenteur e´lastiques TTI : plan (x, y) (a` gauche), plan (y, z) (au
milieu) et plan (x, z) (a` droite) avec ρ = 1 kg.m−3, Vp = 3000 m.s−1, Vs = 1800 m.s−1,
ε = 0.25, δ = 0.10, γ = 0.20, θ = 30˚ et φ = 15˚ , pour les ondes P en rouge trait plein, pour
les ondes S en bleu trait pointille´ et vert trait semi-pointille´
E´tape 1 : changement de variables sur les modes de propagation a` l’aide des formes ge´o-
me´triques sur les surfaces de lenteur. Il s’agit de lier le vecteur d’onde k = (kx, ky, kz) du
milieu TTI elliptique au vecteur d’ondes k? = (k?x, k
?
y, k
?
z) du milieu isotrope. Nous proposons
le changement de variables suivant :
kx = µ11k
?
x + µ12k
?
y + µ13k
?
z
ky = µ21k
?
x + µ22k
?
y + µ23k
?
z
kz = µ31k
?
x + µ32k
?
y + µ33k
?
z
(3.63)
ou` {µij}, 1 6 i, j 6 3 de´signent les coefficients a` de´terminer.
En rappelant que les composantes kx, ky et kz du vecteur d’onde peuvent s’interpre´ter
comme les symboles des de´rive´es ∂x, ∂y et ∂z, ce changement de variables peut eˆtre re´interpre´te´
comme un changement de variables dans le plan (x, y, z) de la forme :
x? = µ11x+ µ21y + µ31z
y? = µ12x+ µ22y + µ32z
z? = µ13x+ µ23y + µ33z
(3.64)
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Nous avons choisi de construire une CLA pose´e sur la frontie`re {x = 0} de normale
exte´rieure ex. La frontie`re artificielle e´tant une donne´e du proble`me, le changement de va-
riables ne doit pas la modifier et donc pre´server la droite d’e´quation x = 0. Or, appliquer une
rotation d’angles TTI θ et φ n’est pas compatible avec cette contrainte. Nous devons donc
construire une bijection entre une sphe`re et un ellipso¨ıde et conservant la droite x = 0. Pour
cela, il faut e´liminer les coefficients agissant sur les de´rive´es en y et z. Nous imposons donc
µ21 = µ31 = 0 . Il reste alors un degre´ de liberte´ a` fixer qui consiste a` choisir µ22, µ23, µ32 ou
µ33, duˆ a` l’invariance par rotation autour de l’axe TTI. Quel que soit le parame`tre fixe´, nous
obtiendrons la meˆme CLA et le choix µ32 = 0 est celui qui nous semble simplifier le plus les
calculs.
En re´sume´, le changement de variables a` de´terminer est de la forme :
kx = µ11k
?
x + µ12k
?
y + µ13k
?
z
ky = µ22k
?
y + µ23k
?
z
kz = µ33k
?
z
(3.65)
De plus, nous imposons que le de´terminant du syste`me (3.65) soit positif pour conserver
l’orientation du repe`re, c’est-a`-dire µ11µ22µ33 > 0. Nous pouvons alors remarquer que nous
cherchons a` exprimer analytiquement la combinaison d’une dilatation d’axe ex de rapport
µ11, d’une dilatation d’axe ey de rapport µ22, d’une dilatation d’axe ez de rapport µ33 et
d’une transvection telle queµ11 µ12 µ130 µ22 µ23
0 0 µ33
 =
µ11 0 00 µ22 0
0 0 µ33
1 µ12µ11 µ13µ110 1 µ23µ22
0 0 1
 (3.66)
Les formes ge´ome´triques des Fig. 3.17, 3.18 et 3.19 ont une repre´sentation analytique
connue que nous allons exploiter. Nous avons :
– les modes de propagation des ondes e´lastiques isotropes (k?x, k
?
y, k
?
z) satisfont la fonction
quadratique :
ρV 2p k
?
x
2 + ρV 2p k
?
y
2 + ρV 2p k
?
z
2 = 1 (3.67)
– les modes de propagation des ondes e´lastiques TTI elliptiques (kx, kx, kz) satisfont
l’e´quation ge´ne´rique :
ξ1k
2
x + ξ2kxky + ξ3kxkz + ξ4k
2
y + ξ5kykz + ξ6k
2
z = 1 (3.68)
avec : 
ξ1 = ρV
2
p (κ
2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ)
ξ2 = 2 cosφ sinφ sin θρV p
2(κ2 − 1)
ξ3 = 2 sin θ cosφ cos θρV p
2(κ2 − 1)
ξ4 = ρV
2
p (κ
2 cos2 θ sin2 φ+ κ2 cos2 φ+ sin2 θ sin2 φ)
ξ5 = 2 sin θ sinφ cos θρV p
2(κ2 − 1)
ξ6 = ρV
2
p (κ
2 sin2 θ + cos2 θ)
(3.69)
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En substituant les e´quations du syste`me (3.65) dans la relation (3.68), il vient :
1 = ξ1 (µ
2
11k
?
x
2 + µ212k
?
y
2 + µ213k
?
z
2 + 2µ11µ12k
?
xk
?
y + 2µ11µ13k
?
xk
?
z + 2µ12µ13k
?
yk
?
z)
+ ξ2 (µ11µ22k
?
xk
?
y + µ11µ23k
?
xk
?
z + µ12µ22k
?
y
2 + (µ12µ23 + µ13µ22)k
?
yk
?
z + µ13µ23k
?
z
2)
+ ξ3 (µ11µ33k
?
xk
?
z + µ12µ33k
?
yk
?
z + µ13µ33k
?
z
2)
+ ξ4 (µ
2
22k
?
y
2 + µ223k
?
z
2 + 2µ22µ23k
?
yk
?
z)
+ ξ5 (µ22µ33k
?
yk
?
z + µ23µ33k
?
z
2)
+ ξ6 µ
2
33k
?
z
2
(3.70)
puis en factorisant :
1 = k?x
2 ξ1µ
2
11
+ k?xk
?
y (ξ12µ11µ12 + ξ2µ11µ22)
+ k?xk
?
z (ξ12µ11µ13 + ξ2µ11µ23 + ξ3µ11µ33)
+ k?y
2 (ξ1µ
2
12 + ξ2µ12µ22 + ξ4µ
2
22)
+ k?yk
?
z (ξ12µ12µ13 + ξ2(µ12µ23 + µ13µ22) + ξ3µ12µ33 + ξ42µ22µ23 + ξ5µ22µ33)
+ k?z
2 (ξ1µ
2
13 + ξ2µ13µ23 + ξ3µ13µ33 + ξ4µ
2
23 + ξ5µ23µ33 + ξ6µ
2
33)
(3.71)
Par identification de (3.71) avec l’e´quation de la sphe`re (3.67), en simplifiant par µ11 dans
les e´quations 2 et 3 et en simplifiant l’e´quation 4 a` l’aide de l’e´quation 2 et les e´quations 5 et
6 a` l’aide de l’e´quation 3 puis en simplifiant par µ22 dans l’e´quation 5, il vient :
ξ1µ
2
11 = ρV
2
p
ξ12µ12 + ξ2µ22 = 0
ξ12µ13 + ξ2µ23 + ξ3µ33 = 0
−ξ1µ212 + ξ4µ222 = ρV 2p
ξ2µ13 + ξ42µ23 + ξ5µ33 = 0
−ξ1µ213 + ξ4µ223 + ξ5µ23µ33 + ξ6µ233 = ρV 2p
(3.72)
Le changement de variables sur les modes de propagation (3.63) est maintenant de´termine´ :
µ11 =
√
1/κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
µ12 = (κ
2 − 1) cosφ sinφ sin2 θ/κ
√
(κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ)(κ2 cos2 θ + sin2 θ)
µ13 = (κ
2 − 1) cos θ sin θ cosφ/κ
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
µ22 =
√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ/κ
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
µ23 = (κ
2 − 1) cos θ sin θ sinφ/κ
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
µ33 =
1
κ
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
(3.73)
ou` nous avons fixe´ arbitrairement µ11 > 0, µ22 > 0 et µ33 > 0, ce qui respecte bien
µ11µ22µ33 > 0.
E´tape 2 : changement de variables sur la vitesse. Les notations (v?x, v
?
y , v
?
z) et (vx, vy, vz)
repre´sentent les composantes de la variable vitesse pour les syste`mes isotrope et TTI elliptique
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respectivement. En proce´dant comme a` l’e´tape 1, nous proposons le changement de variables :
vx = α11v
?
x + α12v
?
y + α13v
?
z
vy = α21v
?
x + α22v
?
y + α23v
?
z
vz = α31v
?
x + α32v
?
y + α33v
?
z
(3.74)
ou` les coefficients {αij}, 1 6 i, j 6 3 de´signent les coefficients a` de´terminer. Le proble`me se
re´e´crit de fac¸on matricielle comme :
v = Av? (3.75)
avec v = (vx, vy, vz) et avec la matrice
A =
α11 α12 α13α21 α22 α23
α31 α32 α33
 (3.76)
En utilisant le syste`me de l’e´lastodynamique au second ordre, nous faisons disparaˆıtre
la variable auxiliaire du tenseur des contraintes, ce qui permet de ne plus conside´rer que la
variable vitesse. Pour un mate´riau TTI elliptique, ce syste`me s’e´crit sous forme matricielle
apre`s transforme´e de Fourier en espace :
ρ∂2t v = [Cxxk
2
x + Cxykxky + Cxzkxkz + Cyyk
2
y + Cyzkykz + Czzk
2
z ]v (3.77)
avec
Cxx =
C11 C16 C15C16 C66 C56
C15 C56 C55
 , Cxy =
 2C16 (C12 + C66) (C14 + C56)(C12 + C66) 2C26 (C46 + C25)
(C14 + C56) (C46 + C25) 2C45

Cxz =
 2C15 (C14 + C56) (C13 + C55)(C14 + C56) 2C46 (C36 + C45)
(C13 + C55) (C36 + C45) 2C35
 , Cyy =
C66 C26 C46C26 C22 C24
C46 C24 C44
 ,
Cyz =
 2C56 (C46 + C25) (C36 + C45)(C46 + C25) 2C24 (C23 + C44)
(C36 + C45) (C23 + C44) 2C34
 , Czz =
C55 C45 C35C45 C44 C34
C35 C34 C33

(3.78)
ou` C de´signe la matrice d’e´lasticite´ TTI (1.26) calcule´e pour le cas elliptique (ie δ = ε) et en
fixant Vs = 0.
Pour un mate´riau isotrope et en fixant Vs = 0, le syste`me de l’e´lastodynamique au second
ordre s’e´crit sous forme matricielle, apre`s transforme´e de Fourier en espace :
ρ∂2t v
? = ρV 2p [Ixxk
2
x
?
+ Ixyk
?
xk
?
y + Ixzk
?
xk
?
z + Iyyk
2
y
?
+ Iyzk
?
yk
?
z + Izzk
2
z
?
]v? (3.79)
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avec v? = (v?x, v
?
y , v
?
z) et
Ixx =
1 0 00 0 0
0 0 0
 , Ixy =
0 1 01 0 0
0 0 0
 , Ixz =
0 0 10 0 0
1 0 0
 ,
Iyy =
0 0 00 1 0
0 0 0
 , Iyz =
0 0 00 0 1
0 1 0
 , Izz =
0 0 00 0 0
0 0 1

(3.80)
Nous poursuivons ensuite en exprimant (kx, ky, kz) en fonction de (k
?
x, k
?
y, k
?
z) graˆce a` (3.73)
puis en remplac¸ant (vx, vy, vz) graˆce a` (3.74) et en injectant le tout dans le syste`me (3.77). Il
vient : 
ρ∂2tAv
? = [ Cxx(µ11k
?
x + µ12k
?
y + µ13k
?
z)
2+
Cxy(µ11k
?
x + µ12k
?
y + µ13k
?
z)(µ22k
?
y + µ23k
?
z)+
Cxz(µ11k
?
x + µ12k
?
y + µ13k
?
z)µ33k
?
z+
Cyy(µ22k
?
y + µ23k
?
z)
2+
Cyz(µ22k
?
y + µ23k
?
z)µ33k
?
z+
Czzµ
2
33k
?
z
2 ]Av?
(3.81)
et qui se re´e´crit :
ρ∂2tAv
? = [ µ211Cxxk
?
x
2+
(2µ11µ12Cxx + µ11µ22Cxy)kxky+
(2µ11µ13Cxx + µ11µ23Cxy + µ11µ33Cxz)kxkz+
(µ212Cxx + µ12µ22Cxy + µ
2
22Cyy)k
?
y
2+
(2µ12µ13Cxx + (µ12µ23 + µ13µ22)Cxy + µ12µ33Cxz + 2µ22µ23Cyy + µ22µ33Cyz)kykz+
(µ213Cxx + µ13µ23Cxy + µ13µ33Cxz + µ
2
23Cyy + µ23µ33Cyz + µ
2
33Czz)k
?
z
2 ]Av?
(3.82)
Par construction, le syste`me (3.82) doit eˆtre e´quivalent au syste`me isotrope (3.79). Nous
proce´dons donc a` l’identification terme a` terme qui conduit a` un syste`me de six e´quations
matricielles de la forme :
A−1µ211CxxA = ρV 2p Ixx (3.83a)
A−1(2µ11µ12Cxx + µ11µ22Cxy)A = ρV 2p Ixy (3.83b)
A−1(2µ11µ13Cxx + µ11µ23Cxy + µ11µ33Cxz)A = ρV 2p Ixz (3.83c)
A−1(µ212Cxx + µ12µ22Cxy + µ
2
22Cyy)A = ρV
2
p Iyy (3.83d)
A−1(2µ12µ13Cxx + (µ12µ23 + µ13µ22)Cxy
+µ12µ33Cxz + 2µ22µ23Cyy + µ22µ33Cyz)A = ρV
2
p Iyz (3.83e)
A−1(µ213Cxx + µ13µ23Cxy + µ13µ33Cxz
+µ223Cyy + µ23µ33Cyz + µ
2
33Czz)A = ρV
2
p Izz (3.83f)
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Remarquons que si A est solution de (3.83), alors λA est e´galement solution, pour tout
λ ∈ R?. Le changement de variables est donc de´termine´ a` une constante multiplicative pre`s.
Nous introduisons :
a = −
√
ρVp
x (κ sin
2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ))
b =
√
ρVp
x (κ− 1) cosφ sinφ sin2 θ
c =
√
ρVp
x (κ− 1) cos θ sin θ cosφ
d =
√
ρVp
xy (κ− 1) cosφ sinφ sin2 θ
e =
√
ρVp
xy ((κ− 1)(cos2 φ+ κ) cos2 θ + κ sin2 φ+ cos2 φ)
f = −
√
ρVp
xy (κ− 1)κ cos θ sin θ sinφ
g =
√
ρVp
y (κ− 1) cos θ sin θ cosφ
h =
√
ρVp
y (κ− 1) cos θ sin θ sinφ
i =
√
ρVp
y (κ cos
2 θ + sin2 θ)
x =
√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
y =
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
(3.84)
et les matrices intervenant dans les e´quations (3.83a), (3.83d) et (3.83f) peuvent se re´e´crire :
A−1
a
2 ab ac
ab b2 bc
ac bc c2
A = ρV 2p Ixx
A−1
d
2 de df
de e2 ef
df ef f2
A = ρV 2p Iyy
A−1
g
2 gh gi
gh h2 hi
gi hi i2
A = ρV 2p Izz
(3.85)
ce qui conduit aux relations : 
α21 = α11b/a
α31 = α11c/a
α12 = α22d/e
α32 = α22f/e
α13 = α33g/i
α23 = α33h/i
(3.86)
En se servant de ces relations, les e´quations (3.83b), (3.83c) et (3.83e) donnent :{
α22 = −α11e
α33 = −α11i
(3.87)
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Il reste une inde´termine´e qui traduit le fait que le changement est de´termine´ a` une
constante pre`s. Si nous fixons arbitrairement α11 = a, la matrice de passage devient :
A =
α11 α12 α13α21 α22 α23
α31 α32 α33
 =
a −d −gb −e −h
c −f −i
 (3.88)
Le changement de variables sur les vitesses (3.74) s’e´crit alors :

vx =
√
ρVp[ − κ sin
2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ)√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
v?x
− (κ− 1) cosφ sinφ sin
2 θ√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
v?y
−(κ− 1) cos θ sin θ cosφ√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
v?z ]
vy =
√
ρVp[
(κ− 1) cosφ sinφ sin2 θ√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
v?x
− (κ− 1)(cos
2 φ+ κ) cos2 θ + κ sin2 φ+ cos2 φ√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
v?y
−(κ− 1) cos θ sin θ sinφ√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
v?z ]
vz =
√
ρVp[
(κ− 1) cos θ sin θ cosφ√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
v?x
+
(κ− 1)κ cos θ sin θ sinφ√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
v?y
− (κ cos
2 θ + sin2 θ)√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
v?z ]
(3.89)
E´tape 3 : changement de variables sur le tenseur des contraintes. Nous conservons les meˆ-
mes conventions que pre´ce´demment si bien que σ? et σ repre´sentent les tenseurs des con-
traintes des syste`mes isotrope et TTI elliptique respectivement. De plus, dans le syste`me de
l’e´lastodynamique isotrope en ondes P (i.e. en fixant Vs = 0), le tenseur des contraintes se
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re´sume a` une seule variable p?. Nous posons le changement de variables :

σxx = β1p
?
σyy = β2p
?
σzz = β3p
?
σyz = β4p
?
σxz = β5p
?
σxy = β6p
?
(3.90)
ou` {βj}16j66 de´signent les coefficients a` de´terminer.
En proce´dant comme dans l’e´tape 2, il suffit d’e´crire le syste`me de l’e´lastodynamique (1.5)
pour un mate´riau isotrope en fixant Vs = 0 et en appliquant une transforme´e de Fourier en
espace :

ρ∂tvx
? = k?xp
?
ρ∂tvy
? = k?yp
?
ρ∂tvz
? = k?zp
?
∂tp
? = ρV 2p (k
?
xvx
? + k?yvz
? + k?zvz
?)
(3.91)
puis pour un mate´riau TTI :

ρ∂tvx = kxσxx + kyσxy + kzσxz
ρ∂tvy = kxσxy + kyσyy + kzσyz
ρ∂tvz = kxσxz + kyσyz + kzσzz
∂tσxx = C11kxvx + C12kyvy + C13kzvz + C14(kxvz + kzvx) + C15(kyvz + kzvy) + C16(kxvy + kyvx)
∂tσyy = C12kxvx + C22kyvy + C23kzvz + C24(kxvz + kzvx) + C25(kyvz + kzvy) + C26(kxvy + kyvx)
∂tσzz = C13kxvx + C23kyvy + C33kzvz + C34(kxvz + kzvx) + C35(kyvz + kzvy) + C36(kxvy + kyvx)
∂tσyz = C14kxvx + C24kyvy + C34kzvz + C44(kxvz + kzvx) + C45(kyvz + kzvy) + C46(kxvy + kyvx)
∂tσxz = C15kxvx + C25kyvy + C35kzvz + C45(kxvz + kzvx) + C55(kyvz + kzvy) + C56(kxvy + kyvx)
∂tσxy = C16kxvx + C26kyvy + C36kzvz + C46(kxvz + kzvx) + C56(kyvz + kzvy) + C66(kxvy + kyvx)
(3.92)
ou` C est la matrice d’e´lasticite´ TTI (3.1) exprime´e pour un mate´riau TI elliptique (ie δ = ε)
en fixant Vs = 0.
Puis, en substituant les changements de variables : sur les modes de propagation (3.73)
obtenu a` l’e´tape 1, sur les vitesses (3.89) obtenu a` l’e´tape 2 et sur les contraintes (3.90)
dans le syste`me TTI elliptique (3.92), nous obtenons un syste`me en σ?xx, σ
?
zz, σ
?
xz qui doit eˆtre
e´quivalent au syste`me isotrope (3.91).
Comme en 2D, nous proce´dons par identification dans les trois dernie`res e´quations, ce qui
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nous permet de de´terminer le changement de variables sur les tenseurs des contraintes (3.90) :
σxx = −√ρVp(κ sin2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ))p?
σyy = −√ρVp(κ cos2 θ + sin2 θ(κ cos2 φ+ sin2 φ))p?
σzz = −√ρVp(κ sin2 θ + cos2 θ)p?
σyz =
√
ρVp(κ− 1) cos θ sin θ sinφp?
σxz =
√
ρVp(κ− 1) cos θ sin θ cosφp?
σxy =
√
ρVp(κ− 1) cosφ sinφ sin2 θp?
(3.93)
E´tape 4 : formulation de la CLA TTI elliptique pour les ondes P. Il suffit d’utiliser la CLA
isotrope pour les ondes P : p? = −ρVpv?x. La CLA TTI va s’e´crire a` partir de la CLA isotrope
de la fac¸on suivante. Le terme p? est remplace´ dans (3.93) pour exprimer σxx, σxy et σxz, qui
sont les trois termes re´sultant du produit σn lorsque n = ex, en fonction de v
?
x. Puis, le terme
v?x est exprime´ en fonction de vx, vy et vz graˆce a` (3.89). Ce processus conduit a` la CLA TTI
pour les ondes P :
σxx = −ρVp κ sin
2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ)√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
[
+(κ sin2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ))vx
−(κ− 1) cosφ sinφ sin2 θvy
−(κ− 1) cos θ sin θ cosφvz]
σxz = −ρVp (κ− 1) cos θ sin θ cosφ√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
[
−(κ sin2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ))vx
+(κ− 1) cosφ sinφ sin2 θvy
+(κ− 1) cos θ sin θ cosφvz]
σxy = −ρVp (κ− 1) cosφ sinφ sin
2 θ√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
[
−(κ sin2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ))vx
+(κ− 1) cosφ sinφ sin2 θvy
+(κ− 1) cos θ sin θ cosφvz]
(3.94)
En re´sume´ :
Exactement comme en 2D, en se plac¸ant dans le domaine de Fourier en espace, nous
exprimons le champ anisotrope (TTI elliptique) en fonction du champ isotrope. Pour cela,
(a) nous initialisons le proce´de´ en exprimant les vecteurs d’ondes isotropes. L’initialisation
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peut se faire car nous connaissons l’expression des surfaces de lenteur et donc les vecteurs
d’ondes ; (b) une fois les vecteurs d’ondes connus, nous pouvons exprimer le champ de vitesse
apre`s transforme´e de Fourier en espace – cette e´tape est facilite´e par le fait qu’il est possible
d’e´liminer σ graˆce a` la formulation de l’e´quation a` l’ordre deux ; (c) nous connaissons le vec-
teur d’onde anisotrope et le champ de vitesse anisotrope, nous pouvons en de´duire le tenseur
σ ; (d) les champs anisotropes s’exprimant en fonction des champs isotropes, nous appliquons
la CLA isotrope et nous revenons aux champs anisotropes graˆce au changement de variables
inverse, ce qui nous permet finalement d’obtenir une CLA anisotrope (TTI elliptique).
CLA pour le syste`me de l’e´lastodynamique TTI elliptique (avec γ = 0)
Comme en 2D, pour former une CLA TTI pour le syste`me de l’e´lastodynamique, c’est-a`-
dire sans de´coupler les ondes P et les ondes S, il reste a` additionner les contributions des CLA
pour les ondes P elliptique et pour les ondes S. Nous conside´rons ici γ = 0 ce qui signifie que
la CLA pour les ondes S est la meˆme qu’en isotrope. Cette somme donne :
σxx = −ρVp κ sin
2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ)√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
[
+(κ sin2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ))vx
−(κ− 1) cosφ sinφ sin2 θvy
−(κ− 1) cos θ sin θ cosφvz]
σxz = −ρVp (κ− 1) cos θ sin θ cosφ√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
[
−(κ sin2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ))vx
+(κ− 1) cosφ sinφ sin2 θvy
+(κ− 1) cos θ sin θ cosφvz]− ρVsvz
σxy = −ρVp (κ− 1) cosφ sinφ sin
2 θ√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
[
−(κ sin2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ))vx
+(κ− 1) cosφ sinφ sin2 θvy
+(κ− 1) cos θ sin θ cosφvz]− ρVsvy
(3.95)
Remarque 3.8 Lorsque l’angle d’inclinaison θ est nul, la CLA TTI (3.41) fournit une CLA
VTI car la rotation d’angle φ se fait alors selon l’axe de re´volution de l’ellipso¨ıde aplati.
Remarque 3.9 Lorsque les constantes de Thomsen sont nulles (ie ε = δ = 0, soit κ = 1),
la CLA TTI (3.95) redevient isotrope, quels que soient les angles d’inclinaison. Ceci est duˆ
au fait qu’en isotrope, les vitesses de propagation sont les meˆmes dans toutes les directions.
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3.3.2 E´tude expe´rimentale pre´liminaire pour l’e´lastique TTI 3D
L’e´tude nume´rique en 2D a e´te´ re´alise´e sur des cas tests homoge`ne et he´te´roge`ne avec des
sources e´lastique et pseudo-acoustique. Les expe´riences en 3D e´tant plus longues a` s’exe´cuter,
nous n’avons pas encore tous les re´sultats. Nous pre´sentons ici l’expe´rience sur un cas test
homoge`ne avec une source pseudo-acoustique en onde P, c’est-a`-dire la configuration dans
laquelle l’e´tude des re´flexions est la plus inte´ressante.
Cas test
Nous conside´rons un cube homoge`ne (voir Fig. 3.20) de dimension 10 km3 dont les ca-
racte´ristiques physiques sont de´crites dans le tableau 3.3. C’est une configuration d’un milieu
elliptique simplifie´ et avec γ = 0.
Ωe1
Figure 3.20 – Cas test TTI 3D homoge`ne
milieu ρ [kg.m−3] Vp [m.s−1] Vs [m.s−1] ε δ γ θ [˚ ] φ [˚ ]
Ωe1 1 4000 2000 0.25 0.25 0.00 30 15
Table 3.3 – Caracte´ristiques physiques du cas test TTI 3D
Source et condition initiale
De meˆme que pour les cas 2D, nous allons suivre la proce´dure de´crite dans la section 1.1.2
pour construire une condition initiale ou une source afin de ne ge´ne´rer qu’une onde P. Nous
allons d’abord traiter le cas d’un milieu VTI puis nous en de´duirons le cas d’une configuration
TTI.
Dans un milieu VTI 3D, la matrice de l’e´quation de dispersion s’e´crit :
EV TI,3D =
C11kx2 + C66ky2 + C44kz2 (C11 − C66)kxky (C44 + C13)kxkz(C11 − C66)kxky C66kx2 + C11ky2 + C44kz2 (C44 + C13)kykz
(C44 + C13)kxkz (C44 + C13)kykz C44kx
2 + C44ky
2 + C33kz
2

(3.96)
ou` C est la matrice d’e´lasticite´ VTI 3D (1.20).
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Dans le cas elliptique et lorsque γ = 0, les vecteurs propres de (3.96) sont orthogonaux et
font intervenir les symboles de Fourier :
Λp =

√
κ2V 2p − V 2s ikx√
κ2V 2p − V 2s iky√
V 2p − V 2s ikz

, Λs1 =

√
κ2V 2p − V 2s
√
V 2p − V 2s kxkz√
κ2V 2p − V 2s
√
V 2p − V 2s kykz
−(V 2p − V 2s )(k2x + k2y)
 , Λs2 =

−
√
κ2V 2p − V 2s iky√
κ2V 2p − V 2s ikx
0

(3.97)
ce qui conduit a` l’ope´rateur pour l’onde P :
Bp =

√
κ2V 2p − V 2s ∂x√
κ2V 2p − V 2s ∂y√
V 2p − V 2s ∂z

(3.98)
Nous rappelons que nous avons choisi pour conditions initiales : σ
0
= 0 et v0(x) =
B?(e
−pi2||x−x0||2). Pour l’e´quation e´lastique VTI elliptique 3D (et γ = 0), cela conduit a` :
v0(x) =

√
κ2V 2p − V 2s (x− x0)√
κ2V 2p − V 2s (y − y0)√
V 2p − V 2s (z − z0)

e−pi
2||x−x0||2 , (3.99)
pour ne ge´ne´rer qu’une onde P.
Pour utiliser une source ponctuelle a` la place d’une condition initiale, nous rappelons que
sa forme, lorsqu’elle est applique´e sur l’e´quation du tenseur des contraintes, est sR(t)s(x), ou`
sR(t) est une amplitude (en l’occurrence une ondelette de Ricker de´finie en (1.9)). Il suffit
ensuite de chercher s tel que ∇ · s = B?(δx0). Cette e´galite´ donne pour Bp :
∂xsxx + ∂ysxy + ∂zsxz∂xsyx + ∂ysyy + ∂zsyz
∂xszx + ∂yszy + ∂zszz
 =

√
κ2V 2p − V 2s ∂x√
κ2V 2p − V 2s ∂y√
V 2p − V 2s ∂z

δx0 (3.100)
L’identification terme a` terme conduit a` une solution simple : sxz = szx = sxy = syx =
szy = syz = 0, sxx = syy =
√
κ2V 2p − V 2s δx0 et szz =
√
V 2p − V 2s δx0 . La source permettant
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de ne ge´ne´rer qu’une onde P pour l’e´quation e´lastique VTI elliptique 3D (et γ = 0) s’e´crit
finalement :
s(x) = δx0(x)MV TI,P (3.101)
avec
MV TI,P =

√
κ2V 2p − V 2s 0 0
0
√
κ2V 2p − V 2s 0
0 0
√
V 2p − V 2s

Comme nous l’avions remarque´ en 2D (voir remarque 3.3), les sources et les conditions
initiales TTI peuvent se de´duire de l’e´tude VTI en utilisant la matrice R(θ,φ) du changement
de base entre le repe`re carte´sien et le repe`re TTI 3D, de´finie a` l’e´quation (1.24). Ainsi, la
source permettant de ne ge´ne´rer qu’une onde P pour l’e´quation e´lastique TTI elliptique 3D
(et γ = 0) est sR(t)s(x) avec
s(x) = δx0(x)R
T
(θ,φ)MV TI,PR(θ,φ) (3.102)
De meˆme, la condition initiale permettant de ne ge´ne´rer qu’une onde P pour l’e´quation
e´lastique TTI elliptique 3D (et γ = 0) est
σ
0
(x) = 0
v0(x) = R
T
(θ,φ)MV TI,PR(θ,φ)
(x− x0)(y − y0)
(z − z0)
 e−pi2||x−x0||2 (3.103)
Re´sultats nume´riques
Les re´sultats sont pre´sente´s pour le mode`le homoge`ne avec une source en onde P. La
Fig. 3.21 est une vue 3D tandis que les Fig. 3.24, 3.22 et 3.23 sont des vues 2D dans les
diffe´rents plans du repe`re carte´sien. Le module du vecteur vitesse est repre´sente´ a` diffe´rents
instants de simulation, choisis afin que les re´sultats soient comparables a` l’e´tude 2D. A` t =
0.81s, nous observons le front d’onde, ce qui permet de figer l’e´chelle des repre´sentations. A`
t = 1.32s et t = 2.17s, nous commenc¸ons a` observer le fonctionnement des CLA car le front
d’onde a atteint les bords du domaine de calcul. Nous laissons ensuite les calculs continuer
jusqu’a` t = 3.26s. Nous observons ainsi les re´flexions parasites propres aux bords absorbants.
Les meˆmes re´sultats sont ensuite pre´sente´s a` l’e´chelle de couleurs des re´flexions, de´termine´e
au temps t = 3.26s.
Comparaison avec la CLA isotrope
Nous nous proposons maintenant de comparer la CLA TTI a` la CLA isotrope dans le
domaine homoge`ne TTI elliptique avec une source pseudo-acoustique en onde P. Les re´sultats
sont repre´sente´s en 3D pour la CLA isotrope Fig. 3.25 (a` comparer avec la Fig. 3.21). Les
re´sultats sont e´galement pre´sente´s sur des vues 2D des diffe´rents plans du repe`re carte´sien
sur les Fig. 3.28, 3.26 et 3.27. Comme pour l’e´tude 2D, il apparaˆıt avant toute chose que
les re´flexions sont assez faibles meˆme en utilisant une CLA isotrope. La diffe´rence la plus
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(a) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 0.81s : 5.29
(b) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 3.26s : 0.45
Figure 3.21 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de
gauche a` droite) dans la configuration homoge`ne TTI 3D, vue 3D
importante re´side dans la re´flexion de l’onde P en onde P qui n’apparaˆıt pas dans le cas de
la CLA TTI et qui est tre`s visible dans le cas de la CLA isotrope. Ces re´flexions sont plus
fortes dans le plan (x, y) que pour un bord de normale exte´rieure ez. Cela vient du fait que les
angles TTI sont assez faibles et donc la propagation des ondes dans l’axe vertical est proche
d’un comportement isotrope. Le phe´nome`ne de re´flexion d’onde P en onde S est aussi plus
fort avec une CLA isotrope : ceci peut notamment se ve´rifier en comparant les e´chelles de
repre´sentation des calculs. Enfin, les re´flexions de l’onde S sont du meˆme ordre dans les deux
cas et cela est cohe´rent puisque l’onde S est a` chaque fois mode´lise´e de la meˆme fac¸on.
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(a) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 0.81s : 5.29
(b) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 3.26s : 0.45
Figure 3.22 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de
gauche a` droite) dans la configuration homoge`ne TTI 3D, vue 2D dans le plan (y, z)
(a) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 0.81s : 5.29
(b) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 3.26s : 0.45
Figure 3.23 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de
gauche a` droite) dans la configuration homoge`ne TTI 3D, vue 2D dans le plan (x, z)
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(a) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 0.81s : 5.29
(b) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 3.26s : 0.45
Figure 3.24 – Module du vecteur vitesse au cours du temps a` t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de
gauche a` droite) dans la configuration homoge`ne TTI 3D, vue 2D dans le plan (x, y)
(a) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 0.81s : 5.32
(b) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 3.26s : 0.38
Figure 3.25 – Comparaison avec la CLA isotrope a` t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de gauche a`
droite) dans la configuration homoge`ne TTI 3D, vue 3D
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(a) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 0.81s : 5.32
(b) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 3.26s : 0.38
Figure 3.26 – Comparaison avec la CLA isotrope a` t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de gauche a`
droite) dans la configuration homoge`ne TTI 3D, vue 2D dans le plan (y, z)
(a) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 0.81s : 5.32
(b) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 3.26s : 0.38
Figure 3.27 – Comparaison avec la CLA isotrope a` t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de gauche a`
droite) dans la configuration homoge`ne TTI 3D, vue 2D dans le plan (x, z)
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(a) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 0.81s : 5.32
(b) source P, e´chelle de couleur fixe´e a` t = 3.26s : 0.38
Figure 3.28 – Comparaison avec la CLA isotrope a` t = 0.81s, 1.32s et 3.26s (de gauche a`
droite) dans la configuration homoge`ne TTI 3D, vue 2D dans le plan (x, y)
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3.3.3 Stabilite´ des proble`mes mixtes TTI 3D
Comme a` la sous-section 3.1.4, le syste`me de l’e´lastodynamique (1.5) est lie´ a` la fonction
E(t) =
1
2
(||v||2Ωx,ρ+||σ||2Ωx,C−1). Nous supposons que la solution du proble`me est assez re´gulie`re
pour avoir :
d
dt
E(t) =
∫
Γx
(σn)vdx (3.104)
Nous nous plac¸ons sur une frontie`re Γx = {x = 0}. Le vecteur n est la normale exte´rieure
a` Γx donc n = (1, 0, 0) et σn = (σxx, σyy, σxz). Enfin, les composantes de σ sont de´finies par
la CLA TTI du syste`me (3.95). Ainsi :
d
dtE(t) = −
∫
Γx
[
ρVp√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
[(κ sin2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ))vx
−(κ− 1) cosφ sinφ sin2 θvy − (κ− 1) cos θ sin θ cosφvz]2
+ρVs(v
2
y + v
2
z)]dx
(3.105)
Comme cette quantite´ est ne´gative, l’e´nergie du syste`me continu est de´croissante, ce qui as-
sure la stabilite´ du proble`me de l’e´lastodynamique 3D TTI avec la CLA (3.95).
En suivant les meˆmes e´tapes qu’au chapitre pre´ce´dent, nous pouvons affirmer que l’e´nergie
Esemid(t) =< ∂tMvvh,vh > + < ∂tMσ,C−1σh,σh >) (3.106)
associe´e au proble`me mixte semi-discret obtenu en appliquant une formulation DG avec flux
centre´s est de´croissante. Enfin, pour que la quantite´
End =
1
2
< Mvv
n
h,v
n
h > +
1
2
< Mσ,C−1σ
n+ 1
2
h ,σ
n− 1
2
h > (3.107)
associe´e au proble`me mixte discret obtenu en combinant au proble`me semi-discret un sche´ma
en temps de type Leap-Frog soit une e´nergie, il faut et il suffit que la matrice
Mv − ∆t
2
4
Rσ(Mσ,C)
−1(Rσ)T (3.108)
soit positive, ce qui de´finit une condition de stabilite´ du sche´ma de type CFL
1− ∆t
2
4
λmax > 0 (3.109)
ou` λmax est la plus grande valeur propre de la matrice M
−1
v Rσ(Mσ,C−1)
−1(Rσ)T .
Remarque 3.10 Dans le code DIVA, nous mesurons l’e´nergie discre`te suivant la formule (3.107).
Nous avons e´galement modifie´ la CFL en imple´mentant la me´thode de la puissance (voir al-
gorithme 2.1), qui a l’avantage de s’appliquer inde´pendamment a` des configurations isotropes
et anisotropes.
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3.3.4 Courbes d’e´nergies de l’e´tude pre´liminaire TTI 3D
En utilisant une CLA isotrope dans une milieu TTI, nous avons observe´ a` la Fig. 3.25
que les re´flexions d’ondes P e´taient tre`s fortes. L’e´tude de l’e´nergie sur le cas homoge`ne de
cette expe´rience est pre´sente´e sur la Fig. 3.29. Les expe´riences en 3D e´tant plus longues a`
re´aliser, nous pre´sentons ici seulement les re´sultats pour une source en onde P dans un milieu
homoge`ne TTI elliptique. Les courbes confirment les observations, les re´flexions de l’onde P
transforme´e en onde P et en onde S forment des paliers distincts. Elles sont plus fortes avec
une CLA isotrope qu’avec une CLA TTI (exactement comme en 2D, voir Fig. 3.10).
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Figure 3.29 – Comparaison avec les CLA isotrope et VTI dans un milieu homoge`ne TTI 3D
avec une source P
3.3.5 Cas d’une frontie`re artificielle plane ge´ne´rale
Dans cette section, nous montrons comment e´tendre la CLA formule´e pre´ce´demment
pour une frontie`re plane paralle`le a` un des axes au cas d’une frontie`re plane de normale
n = (nx, ny, nz). Nous pre´sentons uniquement la construction en 3D, le cas 2D pouvant eˆtre
conside´re´ comme un cas particulier avec ny = 0 et φ = 0.
Nous de´finissons tout d’abord le vecteur TTI de´finissant la direction d’anisotropie :
u =
cosφ sin θsinφ sin θ
cos θ
 (3.110)
Dans le cas n = ex, nous avons vu a` la section pre´ce´dente que la CLA TTI s’e´crivait sous
la forme ge´ne´rique :
σxx = axx(θ, φ)vx + axy(θ, φ)vy + axz(θ, φ)vz
σxy = ayx(θ, φ)vx + ayy(θ, φ)vy + ayz(θ, φ)vz
σxz = azx(θ, φ)vx + azy(θ, φ)vy + azz(θ, φ)vz
(3.111)
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Nous allons de´terminer l’e´quation de la CLA en quatre e´tapes : (a) nous de´terminons
une base orthonorme´e (n, τ 1, τ 2) et la matrice de rotation P transformant (ex, ey, ez) en
(n, τ 1, τ 2) ou` τ de´signe le vecteur tangent a` la surface artificielle ; (b) nous exprimons le vec-
teur TTI dans la nouvelle base a` l’aide d’une matrice note´e P ; (c) nous pouvons alors e´crire
l’e´quation de la CLA dans le repe`re (n, τ 1, τ 2) ; (d) nous terminons en e´crivant l’e´quation de
la CLA dans le repe`re (ex, ey, ez) a` l’aide de la matrice P .
E´tape 1 : de´terminer les vecteurs τ 1 et τ 2 pour former une base orthonorme´e avec n. Il
faut distinguer 2 cas :
– si n2x + n
2
y 6= 0, et donc |nz| 6= 1
nous appliquons une rotation d’angle cosψ1 =
nx√
n2x+n
2
y
, sinψ1 =
ny√
n2x+n
2
y
autour de l’axe
ez du repe`re (ex, ey, ez). Cette rotation est caracte´rise´e par la matrice
P1 =

nx√
n2x+n
2
y
− ny√
n2x+n
2
y
0
ny√
n2x+n
2
y
nx√
n2x+n
2
y
0
0 0 1

Nous obtenons un nouveau repe`re (e′x, e′y, e′z) tel que
e′x =

nx√
n2x+n
2
y
ny√
n2x+n
2
y
0
 , e′y =

− ny√
n2x+n
2
y
nx√
n2x+n
2
y
0
 , e′z =
00
1
 = ez
Nous appliquons ensuite une rotation d’angle cosψ2 =
√
n2x + n
2
y, sinφ2 = nz et d’axe
−e′y au repe`re (e′x, e′y, e′z). Cette rotation est caracte´rise´e par la matrice
P2 =

n2y
n2x+n
2
y
+ n
2
x
n2x+n
2
y
√
n2x + n
2
y − nxnyn2x+n2y (1−
√
n2x + n
2
y) − nxnz√n2x+n2y
− nxny
n2x+n
2
y
(1−
√
n2x + n
2
y)
n2x
n2x+n
2
y
+
n2y
n2x+n
2
y
√
n2x + n
2
y − nynz√n2x+n2y
nxnz√
n2x+n
2
y
nynz√
n2x+n
2
y
√
n2x + n
2
y

et la matrice de rotation s’e´crit
P = P1P2 =

nx − ny√
n2x+n
2
y
− nxnz√
n2x+n
2
y
ny
nx√
n2x+n
2
y
− nynz√
n2x+n
2
y
nz 0
√
n2x + n
2
y

Nous en de´duisons donc le nouveau repe`re
n =
nxny
nz
 , τ 1 =

− ny√
n2x+n
2
y
nx√
n2x+n
2
y
0
 , τ 2 =

− nxnz√
n2x+n
2
y
− nynz√
n2x+n
2
y√
n2x + n
2
y

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– si n2x + n
2
y = 0, i.e. |nz| = 1.
Il suffit d’appliquer une rotation d’angle nz
pi
2 autour de −e′y pour obtenir le nouveau
repe`re. Nous avons alors
P =
cos(nz pi2 ) = 0 0 − sin(nz pi2 )0 1 0
sin(nz
pi
2 ) 0 cos(nz
pi
2 ) = 0

soit
P =
0 0 −10 1 0
1 0 0
 si nz = 1, et P =
 0 0 10 1 0
−1 0 0
 si nz = −1
Nous avons alors
n =
00
1
 , τ 1 =
01
0
 , τ 2 =
−10
0
 si nz = 1
n =
 00
−1
 , τ 1 =
01
0
 , τ 2 =
10
0
 si nz = −1
E´tape 2 : Nous pouvons maintenant exprimer le vecteur de direction TTI dans le nouveau
repe`re u′ = Pu. Nous obtenons
u′ =

(nx cosφ+ ny sinφ) sin θ + nz cos θ
(
−ny√
n2x+n
2
y
cosφ+ nx√
n2x+n
2
y
sinφ) sin θ
( −nxnz√
n2x+n
2
y
cosφ− nynz√
n2x+n
2
y
sinφ) sin θ +
√
n2x + n
2
y cos θ
 si |nz| 6= 1
u′ =
 cos θsinφ sin θ
− cosφ sin θ
 si nz = 1, et u′ =
 − cos θsinφ sin θ
cosφ sin θ
 si nz = −1
Nous en de´duisons alors les sinus et cosinus des angles θ′ et φ′ caracte´risant le milieu TTI
dans le repe`re (n, τ 1, τ 2) en utilisant le fait que
u′ =
cosφ′ sin θ′sinφ′ sin θ′
cos θ′

Nous avons donc
cos θ′ =
 −nxnz√
n2x + n
2
y
cosφ− nynz√
n2x + n
2
y
sinφ
 sin θ +√n2x + n2y cos θ si |nz| 6= 1
et
cos θ′ = −nz cosφ sin θ si |nz| = 1
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Nous posons sin θ′ =
√
1− cos2 θ′ (par convention he´rite´e des coordonne´es sphe´riques, le sinus
de l’angle θ est toujours positif). Il nous reste maintenant a` de´terminer cosφ′ et sinφ′. Nous
avons cosφ
′ sin θ′ = (nx cosφ+ ny sinφ) sin θ + nz cos θ
sinφ′ sin θ′ = ( −ny√
n2x+n
2
y
cosφ+ nx√
n2x+n
2
y
sinφ) sin θ
si |nz| 6= 1 et {
cosφ′ sin θ′ = nz cos θ
sinφ′ sin θ′ = sinφ sin θ
si |nz| = 1.
Il faut donc distinguer a` nouveau 2 cas :
– si sin θ′ 6= 0, alorscosφ
′ = (nx cosφ+ ny sinφ) sin θsin θ′ + nz
cos θ
sin θ′
sinφ′ = (−ny cosφ√
n2x+n
2
y
+ nx sinφ√
n2x+n
2
y
) sin θsin θ′
si |nz| 6= 1 et {
cosφ′ = nz cos θsin θ′
sinφ′ = sinφ sin θsin θ′
si |nz| = 1.
– si sin θ′ = 0, alors nous pouvons choisir cosφ′ et sinφ′ arbitrairement car l’anisotropie
est dirige´e suivant τ 2. Pour simplifier, nous prenons cosφ
′ = 1 et sinφ′ = 0.
E´tape 3 : nous pouvons maintenant exprimer la CLA dans le repe`re (n, τ 1, τ 2)
σn · n = axx(θ′, φ′)v · n + axy(θ′, φ′)v · τ 1 + axz(θ′, φ′)v · τ 2
σn · τ 1 = ayx(θ′, φ′)v · n + ayy(θ′, φ′)v · τ 1 + ayz(θ′, φ′)v · τ 2
σn · τ 2 = azx(θ′, φ′)v · n + azy(θ′, φ′)v · τ 1 + azz(θ′, φ′)v · τ 2
(3.112)
E´tape 4 : il reste maintenant a` revenir dans le repe`re (ex, ey, ez). Nous avons
v · n = vxnx + vyny + vznz
v · τ 1 = −vx ny√
n2x+n
2
y
+ vy
nx√
n2x+n
2
y
v · τ 2 = −vx nxnz√
n2x+n
2
y
− vy nynz√
n2x+n
2
y
+ vz
√
n2x + n
2
y
(3.113)
Nous pouvons donc e´crire la CLA sous la forme
σn · n = αnxvx + αnyvy + αnzvz
σn · τ 1 = ατ1xvx + ατ1yvy + ατ1zvz
σn · τ 2 = ατ2xvx + ατ2yvy + ατ2zvz
(3.114)
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Il ne reste plus qu’a` exprimer les vecteurs σn dans la base (ex, ey, ez). Nous utilisons pour
cela la matrice P : σn · exσn · ey
σn · ez
 = P
 αnxvx + αnyvy + αnzvzατ1xvx + ατ1yvy + ατ1zvz
ατ2xvx + ατ2yvy + ατ2zvz

Nous pouvons e´galement tout exprimer sous forme matricielle. (3.112) se re´e´crit (σn)n,τ1,τ2 =
Avn,τ1,τ2 . Nous avons vn,τ1,τ2 = P
−1vex,ey ,ez = P Tvex,ey ,ez et (σn)n,τ1,τ2 = P−1(σn)ex,ey ,ez .
Donc (σn)ex,ey ,ez = PAP
Tvex,ey ,ez .
3.4 Conclusion
L’approche propose´e par Engquist et Majda s’ave`re tre`s complique´e a` mettre en œuvre
dans le cas d’un milieu TTI et ceci meˆme si nous nous limitons au cas 2D. Cela peut s’expli-
quer par le fait que cette technique de construction s’appuie sur la repre´sentation alge´brique
du syste`me d’e´quations aux de´rive´es partielles via le calcul symbolique. Or, le passage au
syste`me alge´brique ne simplifie en rien les parame`tres caracte´risant le milieu. Notamment,
les parame`tres gouvernant l’inclinaison de l’axe d’orthotropie contribuent au remplissage du
tenseur des contraintes. Nous sommes donc face au calcul des valeurs propres d’un tenseur
plein a` coefficients variables dont les formules repre´sentatives sont difficilement exploitables.
Nous avons donc propose´ une autre approche pour le cas d’un milieu TTI qui est base´e sur le
cas isotrope. Cette de´marche permet de contourner les difficulte´s que nous venons d’exposer
et est rendue possible car l’on peut lier les caracte´risations des milieux isotrope et TTI par
des changements de variables. Nous pouvons ainsi transformer le syste`me TTI elliptique en
un syste`me isotrope pour lequel nous connaissons l’expression d’une CLA et en de´duire une
CLA adapte´e au milieu anisotrope en appliquant le changement de variables inverse.
Comme nous avons remarque´ qu’une CLA VTI d’ordre faible ne fait pas intervenir le
coefficient δ, nous avons de´cide´ de conside´rer un cas d’anisotropie elliptique (i.e. δ = ε).
Cette configuration est tre`s inte´ressante car dans ce cas, les courbes de lenteur associe´es
au syste`me sont facilement parame´trables, a` savoir elles de´crivent une ellipse incline´e pour
des ondes P et un cercle pour des ondes S. Un autre point important est le fait que dans
un milieu isotrope ou VTI, la CLA d’ordre faible e´tait e´gale a` la somme des contributions
des CLA des sous-proble`mes pseudo-acoustiques. Nous avons alors opte´ pour le de´couplage
des proble`mes pour les ondes P et les ondes S, ce qui simplifie beaucoup la me´thode de
construction. Nous pouvons en effet nous limiter a` la construction de CLA pour les ondes
P car en e´tudiant les courbes de lenteur associe´es aux ondes S, nous observons que la CLA
d’ordre faible TTI elliptique 2D pour les ondes S est la meˆme que pour un milieu isotrope.
La construction de la CLA d’ordre faible TTI elliptique pour les ondes P se fait, quant a` elle,
en plusieurs e´tapes. Le changement de variables sur les formes ge´ome´triques des courbes de
lenteur TTI elliptique et isotrope traduit une relation sur les vecteurs d’ondes. En comparant
ensuite les formulations au deuxie`me ordre des syste`mes de l’e´lastodynamique TTI elliptique
et isotrope dans le domaine de Fourier, il vient un changement de variables sur les vecteurs
vitesse. Puis, les formulations au premier ordre permettent de de´duire une relation sur les
tenseurs de contraintes. Il ne reste plus qu’a` injecter dans la CLA isotrope pour les ondes P
les changements de variables sur les vitesses et les tenseurs des contraintes pour obtenir une
CLA TTI elliptique 2D pour les ondes P.
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Nous avons ensuite e´tendu le processus de construction a` la dimension trois d’espace. La
CLA TTI elliptique 3D pour les ondes P s’obtient en suivant les meˆmes e´tapes, la surface de
lenteur associe´e formant un ellipso¨ıde incline´. Le cas des ondes S est plus de´licat car elles se
de´doublent en 3D et l’une d’elle est de´forme´e par le coefficient TI γ. Nous avons conside´re´
ici γ = 0, ce qui permet de de´finir la CLA d’ordre faible TTI elliptique 3D pour les ondes S
comme celle de l’isotrope. Il s’agit d’un re´sultat pre´liminaire somme toute inte´ressant car il
s’ave`re que les ge´ophysiciens se concentrent principalement sur les ondes P. L’e´tude du cas
γ 6= 0 est bien e´videmment a` faire et constitue une des perspectives de ce travail. Enfin, nous
avons propose´ une ge´ne´ralisation dans le cas d’une frontie`re plane quelconque, c’est-a`-dire
non paralle`le a` un des axes du repe`re. Cette ge´ne´ralisation n’est pas un point cle´ de notre
travail car en pratique les calculs nume´riques sont re´alise´s dans des boˆıtes dont les coˆte´s sont
paralle`les a` un des axes du repe`re. Toutefois, il pourrait s’ave´rer inte´ressant d’utiliser des
frontie`res planes “incline´es” pour re´duire la taille du syste`me.
Afin de mieux e´valuer les re´flexions dues aux CLA propose´es, nous avons construit des
sources et des conditions initiales permettant de ne ge´ne´rer qu’une onde P ou qu’une onde S
dans un mate´riau TTI elliptique 2D et qu’une onde P dans un mate´riau TTI elliptique 3D.
Nous avons e´te´ e´tonne´s de ne rien trouver a` ce sujet dans la litte´rature car la construction
de donne´es est un point cle´ dans l’e´laboration de cas test. L’e´tude expe´rimentale que nous
avons faite a` 2D dans un milieu TTI a re´ve´le´ un comportement similaire aux pre´ce´dentes
e´tudes dans un milieu isotrope ou VTI (elliptique ou non), tant sur la localisation que sur
l’intensite´ des re´flexions parasites. En comparant ensuite la CLA TTI et les CLA isotrope
et VTI cette fois dans un meˆme milieu TTI 2D (elliptique ou non), nous avons illustre´ la
supe´riorite´ de la CLA TTI, essentiellement sur la composante en onde P, la composante en
onde S e´tant strictement la meˆme dans tous les cas. L’e´tude expe´rimentale 3D, bien que
pre´liminaire, montre des re´flexions parasites cohe´rentes avec ce qui est observe´ a` 2D, ainsi
que l’inte´reˆt d’utiliser la CLA TTI plutoˆt que la CLA isotrope dans un milieu TTI 3D.
Nous avons aussi e´tudie´ la stabilite´ du proble`me mixte continu re´sultant du couplage de
l’e´lastodynamique avec la CLA TTI 2D ou 3D et du proble`me semi-discret associe´ e´crit en
formulation DG avec flux centre´s. De la meˆme manie`re que pour le cas VTI, la stabilite´
des e´nergies associe´es aux proble`mes continu et semi-discret (formulation DG a` flux centre´s)
sont obtenues formellement graˆce a` la positivite´ des parame`tres physiques intervenant dans
les e´quations. Le proble`me discret (sche´ma en temps de type Leap-Frog) permet de de´finir
une e´nergie discre`te, c’est-a`-dire une fonctionnelle positive a` chaque pas de temps, sous une
condition de type CFL. La stabilite´ du proble`me discret de´coule alors de la de´croissance
de l’e´nergie discre`te. Les re´sultats de stabilite´ sont illustre´s par des courbes d’e´nergies qui
montrent aussi que la CLA TTI 2D ou 3D fonctionne mieux que les CLA isotrope ou VTI
dans un milieu TTI 2D ou 3D (elliptique ou non).
Pour finir, nous avons trace´ les coefficients de re´flexion APP , APS , ASP et ASS de la CLA
TTI 2D pour un milieu TTI elliptique fixe´, en fonction de l’angle d’incidence θ0 pour l’onde S
et du parame`tre kz du vecteur d’onde pour l’onde P. Dans le cas TTI, les coefficients ne sont
plus syme´triques et ils ne sont plus nuls a` incidence normale (i.e. lorsque θ0 = 0). Ne´anmoins,
leurs comportements pre´sentent des similitudes avec les courbes VTI : il existe au moins un
point, hors extre´mite´s, sur chaque courbe de CLA TTI ou` les re´flexions sont nulles. De plus,
nous avons montre´ que la CLA TTI 2D e´tait meilleure que les CLA isotrope ou VTI dans un
milieu TTI elliptique. L’e´tude des coefficients de re´flexion de la CLA TTI 3D est une autre
de nos perspectives de travail.
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En re´sume´, nous avons obtenu les re´sultats suivants :
The´ore`me 3.1 Une CLA pour des mate´riaux TTI 2D dans le cas d’une frontie`re plane de
normale exte´rieure ex est :
σxx = −ρVp κ cos
2 θ + sin2 θ√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
[(κ cos2 θ + sin2 θ)vx − (κ− 1) cos θ sin θvz]
σxz = −ρVp (κ− 1) cos θ sin θ√
κ2 cos2 θ + sin2 θ
[−(κ cos2 θ + sin2 θ)vx + (κ− 1) cos θ sin θvz]− ρVsvz
(3.115)
et une CLA pour des mate´riaux TTI 3D dans le cas d’une frontie`re plane de normale exte´rieure
ex est : 
σxx = −ρVp κ sin
2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ)√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
[
+(κ sin2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ))vx
−(κ− 1) cosφ sinφ sin2 θvy
−(κ− 1) cos θ sin θ cosφvz]
σxz = −ρVp (κ− 1) cos θ sin θ cosφ√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
[
−(κ sin2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ))vx
+(κ− 1) cosφ sinφ sin2 θvy
+(κ− 1) cos θ sin θ cosφvz]− ρVsvz
σxy = −ρVp (κ− 1) cosφ sinφ sin
2 θ√
κ2 cos2 θ cos2 φ+ κ2 sin2 φ+ sin2 θ cos2 φ
[
−(κ sin2 φ+ cos2 φ(κ cos2 θ + sin2 θ))vx
+(κ− 1) cosφ sinφ sin2 θvy
+(κ− 1) cos θ sin θ cosφvz]− ρVsvy
(3.116)
The´ore`me 3.2 La CLA TTI 3D peut eˆtre formule´e pour une frontie`re plane de normale
exte´rieure quelconque n = (nx, ny, nz). Soit A la matrice forme´e des coefficients de la CLA
TTI 3D (3.116) obtenue dans le cas d’une frontie`re plane de normale exte´rieure ex telle que
σex = A(θ, φ)v. Soit θ
′ de´fini par :cos θ′ =
(
−nxnz√
n2x+n
2
y
cosφ− nynz√
n2x+n
2
y
sinφ
)
sin θ +
√
n2x + n
2
y cos θ si |nz| 6= 1
cos θ′ = −nz cosφ sin θ si |nz| = 1
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et
sin θ′ =
√
1− cos2 θ′.
Soit φ′ de´fini par :
– si sin θ′ 6= 0,cosφ
′ = (nx cosφ+ ny sinφ) sin θsin θ′ + nz
cos θ
sin θ′
sinφ′ = (−ny cosφ√
n2x+n
2
y
+ nx sinφ√
n2x+n
2
y
sin θ
sin θ′
, si |nz| 6= 1
{
cosφ′ = nz cos θsin θ′
sinφ′ = sinφ sin θsin θ′
, si |nz| = 1
– si sin θ′ = 0
cosφ′ = 1 et sinφ′ = 0.
Soit la matrice P de´finie par
– si |nz| 6= 1 
nx − ny√
n2x+n
2
y
− nxnz√
n2x+n
2
y
ny
nx√
n2x+n
2
y
− nynz√
n2x+n
2
y
nz 0
√
n2x + n
2
y

– si |nz| = 1
P =
cos(nz pi2 ) = 0 0 − sin(nz pi2 )0 1 0
sin(nz
pi
2 ) 0 cos(nz
pi
2 ) = 0

Alors la CLA TTI 3D pour une frontie`re plane de normale exte´rieure n = (nx, ny, nz) est
σn = PA(θ′, φ′)P Tv.
The´ore`me 3.3 Pour ne ge´ne´rer que des ondes P ou des ondes S dans un mate´riau TTI
elliptique 2D, il suffit d’appliquer au syste`me de l’e´lastodynamique non homoge`ne :{
ρ(x)∂tv(x, t) = ∇ · σ(x, t)
∂tσ(x, t) = C(x) (v(x, t)) + sR(t)s(x)
(3.117)
les sources :
s(x) = δx0(x)
(
(X cos2 θ + Z sin2 θ) (X − Z) cos θ sin θ
(X − Z) cos θ sin θ (Z cos2 θ +X sin2 θ)
)
, pour ne ge´ne´rer qu’une onde P,
s(x) = δx0(x)
(
−(X − Z) cos θ sin θ −(Z cos2 θ +X sin2 θ)
(X cos2 θ + Z sin2 θ) (X − Z) cos θ sin θ
)
, pour ne ge´ne´rer qu’une onde S,
(3.118)
ou` X =
√
κ2V 2p − V 2s et Z =
√
V 2p − V 2s et, par exemple, sR est donne´e comme une ondelette
de Ricker de fre´quence pic fp :
sR(t) = (1− 2pi2f2p t2)e−pi
2f2p t
2
(3.119)
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ou de conside´rer le proble`me de Cauchy :
ρ(x)∂tv(x, t) = ∇ · σ(x, t)
∂tσ(x, t) = C(x) (v(x, t))
v(0,x)) = v0(x)
σ(0,x)) = σ
0
(x)
(3.120)
en choisissant pour conditions initiales σ
0
= 0 et :
v0(x) =
(
(X cos2 θ + Z sin2 θ)(x− x0) + (X − Z) cos θ sin θ(z − z0)
(X − Z) cos θ sin θ(x− x0) + (Z cos2 θ +X sin2 θ)(z − z0)
)
e−pi2||x−x0||2 ,
pour ne ge´ne´rer qu’une onde P,
v0(x) =
(
−(X − Z) cos θ sin θ(x− x0)− (Z cos2 θ +X sin2 θ)(z − z0)
(X cos2 θ + Z sin2 θ)(x− x0) + (X − Z) cos θ sin θ(z − z0)
)
e−pi2||x−x0||2 ,
pour ne ge´ne´rer qu’une onde S.
(3.121)
De la meˆme manie`re, pour ne ge´ne´rer que des ondes P dans un mate´riau TTI elliptique
3D, il suffit de re´soudre le syste`me de l’e´lastodynamique (3.117) non homoge`ne avec pour
source :
s(x) = δx0(x)R
T
(θ,φ)MV TI,PR(θ,φ) (3.122)
ou` R(θ,φ) de´signe la matrice de changement de base entre le repe`re carte´sien et le repe`re TTI
3D, de´finie par l’e´quation (1.24) et
MV TI,P =

√
κ2V 2p − V 2s 0 0
0
√
κ2V 2p − V 2s 0
0 0
√
V 2p − V 2s

ou en choisissant pour le proble`me de Cauchy (3.120) la donne´e initiale :
σ
0
(x) = 0
v0(x) = R
T
(θ,φ)MV TI,PR(θ,φ)
(x− x0)(y − y0)
(z − z0)
 e−pi2||x−x0||2 (3.123)
The´ore`me 3.4 Les proble`mes mixtes continu, semi-discret et discret obtenus en couplant
l’e´lastodynamique avec la CLA TTI 2D (3.115) ou 3D (3.116) sont stables au sens suivant :
– pour le proble`me continu, nous de´finissons la forme quadratique :
E(t) =
1
2
(
||v||2Ω,ρ + ||σ||2Ω,C−1
)
(3.124)
– pour le proble`me semi-discret, nous de´finissons la forme :
Esemid(t) =< ∂tMvvh, vh > + < ∂tMσ,C−1σh,σh >) (3.125)
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– pour le proble`me mixte discret, nous de´finissons la forme :
End =
1
2
< Mvv
n
h, v
n
h > +
1
2
< Mσ,C−1σ
n+ 1
2
h ,σ
n− 1
2
h > (3.126)
Alors, (3.124) et (3.125) sont toujours de´croissantes au cours du temps et (3.126) est
positive et de´croissante si et seulement si la matrice
Mv − ∆t
2
4
Rσ(Mσ,C)
−1(Rσ)T (3.127)
est positive.
Corollaire 3.4.1 Le proble`me mixte discret est stable sous la condition de type CFL
1− ∆t
2
4
λmax > 0 (3.128)
ou` λmax est la plus grande valeur propre de la matrice M
−1
v Rσ(Mσ,C−1)
−1(Rσ)T .
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La simulation de la propagation des ondes e´lastiques anisotropes est de´crite par des
e´quations line´aires. Elle diffe`re du cas isotrope par le nombre de coefficients non-nuls et
inde´pendants de son tenseur d’e´lasticite´, sa traduisant par la pre´sence d’inte´grales supple´-
mentaires dans les e´quations. L’anisotropie du sous-sol est commune´ment conside´re´e comme
TTI (Tilted Transverse Isotropy), ce qui signifie que les vitesses de propagation des ondes
varient selon les directions spatiales, avec des fronts d’ondes admettant une syme´trie par rap-
port a` un axe incline´. La syme´trie seule implique seulement une modification des coefficients
existants dans le tenseur d’e´lasticite´ isotrope, les rendant plus inde´pendants mais conservant
la structure creuse du tenseur. L’inclinaison, quant a` elle, entraˆıne la transformation comple`te
de la structure du tenseur, qui devient alors dense, c’est-a`-dire que tous les coefficients de-
viennent non-nuls, comme dans un cas d’anisotropie totale. Pour autant, cette complexite´ est
essentiellement alge´brique car tous les coefficients ne sont pas inde´pendants.
D’un point de vue nume´rique, l’introduction de conditions aux limites permettant de
simuler la propagation d’une onde au-dela` du domaine discret pose proble`me dans le cas TTI.
La solution la plus commune repose sur l’utilisation de couches parfaitement adapte´es (PML
- Perfectly Matched Layers), mais elles sont mathe´matiquement instables. Nous avons choisi
dans cette the`se de construire une Condition aux Limites Absorbantes (CLA) pour un milieu
TTI.
Une me´thodologie efficace et rigoureuse a e´te´ propose´e par Engquist et Majda. Elle passe
par le calcul des valeurs propres de la matrice associe´e a` la propagation des ondes dans
une direction donne´e. Elle peut eˆtre directement applique´e au syste`me de l’e´lastodynamique
anisotrope et elle met en e´vidence des termes de couplage entre les ondes P et les onde
S. Ces termes rele`vent de la physique et se traduisent, dans le meilleur des cas, par des
valeurs propres faisant intervenir des ope´rateurs pseudo-diffe´rentiels, rendant de´licate mais
encore possible leur approximation. Les cas plus ge´ne´raux comme l’anisotropie TTI sont plus
complexes et les valeurs propres sont difficiles a` calculer, meˆme par un logiciel de calcul formel.
Le plus souvent, elles ne sont pas assez explicites pour pouvoir eˆtre exploite´es.
La solution que nous avons de´veloppe´e repose sur l’utilisation de formules ge´ome´triques
sous quelques hypothe`ses permettant de simplifier un peu le proble`me :
– La premie`re hypothe`se consiste a` supposer qu’une CLA peut s’exprimer en sommant
les contributions des diffe´rentes ondes. Nous proposons ainsi de se´parer les ondes P et les
ondes S en fixant l’une ou l’autre des vitesses a` ze´ro dans le syste`me de l’e´lastodynamique.
Cette approche est souvent retenue en ge´ophysique ou` l’onde P est souvent la seule a`
eˆtre calcule´e avec des vitesses d’ondes S fixe´es selon des crite`res de stabilite´ nume´rique,
inde´pendamment de leurs valeurs re´elles.
– La seconde hypothe`se consiste a` dire que le milieu est de´crit par une anisotropie TTI
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de type elliptique, c’est-a`-dire lorsque les premiers coefficients de Thomsen sont e´gaux
(quels que soient les angles). Nous espe´rons que cette hypothe`se n’a aucun impact sur
la CLA d’ordre faible TTI comme c’est le cas dans un milieu VTI non-elliptique.
Sous ces deux hypothe`ses, la me´thode d’Engquist et Majda n’est toujours pas facile a` mettre
en œuvre. Cependant, l’e´tude des surfaces de lenteur devient possible, l’ellipticite´ condui-
sant a` des surfaces de formes facilement parame´trables. Il s’agit de sphe`res et d’ellipso¨ıdes
incline´s. Nous avons choisi de nous concentrer sur la cas des ondes P, la CLA en ondes S
e´tant alors la meˆme qu’en isotrope. De`s lors, une succession de changements de variables
permet de formuler une CLA TTI elliptique pour les ondes P a` partir de la CLA du cas
isotrope. Il suffit alors d’appliquer la somme des CLA pseudo-acoustiques pour les ondes P et
S pour obtenir une CLA e´lastique. Ceci se justifie car un milieu TTI n’est qu’un milieu VTI
incline´ et la somme des CLA des proble`mes de´couple´s dans un milieu VTI est la meˆme que la
CLA obtenue sur le proble`me non-de´couple´ VTI, quand il s’agit d’une CLA d’ordre peu e´leve´.
La stabilite´ mathe´matique des proble`mes mixtes continu et semi-discret a e´te´ prouve´e. La
stabilite´ nume´rique du proble`me discret de´pend d’une CFL et a e´te´ ve´rifie´e en temps long.
Les tests de validation, sur des cas TTI ge´ne´raux (i.e. non-elliptique) ont mis en e´vidence
la supe´riorite´ de cette CLA par rapport a` des solutions plus simplistes (comme une CLA
isotrope) et surtout, ont permis la re´alisation de simulation dans des configurations ou` les
PML sont instables.
Ces travaux ont e´te´ pre´sente´s dans plusieurs confe´rences internationales : Acoustics2012,
ICOSAHOM2012, Waves2013 et ECCOMAS2014 notamment. Un re´sume´ de la partie TTI
2D a e´te´ accepte´ pour publication : [BBCD14], la partie 3D va eˆtre soumise prochainement.
D’un point de vue industriel, la CLA a e´te´ inte´gre´e dans le code DIVA de Total ou` elle est
utilise´e pour les simulations TTI. Enfin, cette CLA a e´te´ utilise´e avec succe`s dans les autres
codes de l’e´quipe, reposant sur des formulations au deuxie`me ordre de l’e´quation des ondes,
en temporel et en fre´quentiel.
Pour aller plus loin, il est possible d’ame´liorer la CLA en diminuant les re´flexions res-
tantes. Pour cela, il faut conside´rer des de´veloppements limite´s a` des degre´s supe´rieurs. Les
termes supple´mentaires requie`rent alors l’utilisation de fonctions auxiliaires dans le sche´ma
nume´rique, ce qui n’est pas force´ment une bonne chose pour les performances du code pa-
ralle´lise´. Une autre fac¸on d’ame´liorer la CLA est d’ajouter une couche faiblement absorbante
autour du domaine. C’est ce que l’on appelle un “taper”. Cette solution est efficace mais
conduit au meˆme de´savantage que les PML, a` savoir l’obligation de faire des calculs subsi-
diaires dans la zone d’inte´reˆt, ce qui augmente de fac¸on non-ne´gligeable le temps de simulation,
surtout en 3D.
Nous envisageons plusieurs suites possibles a` ces travaux. Dans un premier temps, nous
souhaitons comparer la CLA avec les couches dites SMART d’Halpern et al. [HPBR11] et
Me´tivier et al. [MBL+14]. Elles utilisent une couche autour du maillage permettant de traiter
le proble`me TTI acoustique. Cela ne´cessite donc d’abord une extension des SMART vers
l’e´lastodynamique TTI. Ensuite, nous aimerions coupler la CLA et la couche SMART en
posant la CLA au bord du domaine afin de limiter la taille de la couche. Le tout pourrait
aussi eˆtre compare´ a` l’utilisation d’un “taper”. Une diffe´rence importante entre la CLA et les
couches SMART est que la CLA s’applique facilement a` des formulations du premier et du
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second ordre alors que les couches SMART ne s’appliquent pour l’instant qu’aux syste`mes du
second ordre.
Il nous semble aussi inte´ressant de comparer le comportement des CLA entre les syste`mes
du premier et du second ordre, nume´riquement mais e´galement d’un point de vue HPC. Enfin,
nous travaillons de´ja` sur l’e´tude de´taille´e des CLA TTI 3D, avec notamment le calculs des
coefficients de re´flexion pour les ondes P et le de´couplage des ondes S qui permettrait en
suivant notre me´thodologie de construire une CLA lorsque γ 6= 0 et d’analyser les coefficients
de re´flexion pour les ondes S.
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Programmation a` base de taˆches
sur support d’exe´cution
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Introduction a` la partie II
Les supercalculateurs, interconnexions d’ordinateurs, sont aujourd’hui un outil incontour-
nable de la simulation nume´rique. La plupart des laboratoires d’inge´nierie, public ou prive´,
posse`dent le leur ou en louent un acce`s. Cette de´mocratisation a de´bute´ avec l’e`re des machines
massivement paralle`les a` la fin des anne´es 1980. A` cette e´poque, les e´volutions sur les pro-
cesseurs se traduisaient directement en gain de performance sur l’exe´cution des programmes
informatiques. Citons par exemple l’augmentation exponentielle du nombre de transistors
ou de la fre´quence d’horloge, mais aussi la complexite´ grandissante du paralle´lisme des ins-
tructions de l’unite´ de controˆle (en anglais ILP, Instruction-Level Parallelism), ou encore
l’augmentation de la taille des niveaux de me´moire cache.
Cette e´volution a atteint ses limites au cours des anne´es 2000 (voir Fig. 3.30) en se heurtant
principalement au “mur thermique”. En effet, la miniaturisation des composants, associe´e a`
des fre´quences d’horloge tre`s e´leve´es, ne permettait plus une bonne dissipation de la chaleur.
A` cela s’est ajoute´ un proble`me de consommation e´lectrique, trop directement proportionnelle
a` la puissance de calcul, pre´cipitant la fin de l’architecture processeur mono-cœur.
Ne´anmoins, le nombre de transistors a continue´ a` e´voluer selon la loi de Moore 1, suivant
un nouveau type d’architecture intrinse`quement paralle`le : multi-cœurs puis hyperthreading
(voir Fig. 3.31). De`s lors, exploiter efficacement les ressources de ces machines va reque´rir un
travail spe´cialise´, marquant une rupture avec l’e`re pre´ce´dente, comme l’avait observe´ Herb
Sutter en 2005 dans son article au titre e´vocateur, “The free lunch is over” [Sut05].
Cette architecture paralle`le est logiquement devenue pre´dominante dans les supercalcula-
teurs. Cependant, comme la fre´quence d’horloge n’augmentait plus, et que les optimisations
de l’ILP et de la me´moire cache n’e´taient plus aussi marque´es, il fallait dore´navant beaucoup
plus de processeurs a` chaque renouvellement de machine, pour obtenir les meˆmes marges de
progression qu’au cours des anne´es pre´ce´dentes.
La Fig. 3.32 repre´sente l’e´volution des supercalculateurs selon le classement du top500 2.
La puissance de calcul effective est exprime´e en Flops (de l’anglais FLoating-point Operations
Per Second), mesure´e sur le benchmark de re´fe´rence LINPACK 3. Malgre´ le changement bru-
tal d’architecture, les performances ont continue´ a` croˆıtre de manie`re continue.
1. La loi de Moore, de´rive´e d’un article de 1965 [Moo65], pre´voit que le nombre de transistors des processeurs
double tous les deux ans. Les constructeurs s’en sont rapidement servi comme feuille de route technologique.
2. Le top500 [DMS97] est un recensement tous les six mois des 500 supercalculateurs les plus puissants.
C’est la re´fe´rence historique et toujours actuelle des tendances et e´volutions pour la communaute´ HPC.
3. Le benchmark LINPACK [Don88], introduit par Jack Dongarra en 1979, mesure le temps de re´solution
d’un syste`me matriciel dense par une me´thode directe. Ce test de performance historique devrait prochainement
e´voluer en conside´rant une re´solution matricielle creuse par une me´thode ite´rative [DH13].
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Figure 3.30 – E´volution des processeurs Intel
Figure 3.31 – Architectures des processeurs, mono-cœur (gauche), multi-cœurs (centre) et
hyperthreading (droite)
Depuis quelques anne´es, l’e´volution des supercalculateurs est confronte´e a` une nouvelle
difficulte´. L’augmentation exponentielle du nombre de processeurs fait exploser la consom-
mation e´lectrique, dont une partie importante est de´die´e au refroidissement des machines.
Sur ce point, un nouveau classement de performance par watt, le Green500, a e´te´ e´tabli afin
de mettre en avant l’efficacite´ e´nerge´tique. Au-dela` d’un proble`me e´cologique et e´conomique,
l’utilisation simultane´e d’un tre`s grand nombre de cœurs pose des proble`mes d’acce`s efficaces
aux donne´es, ce qui de´te´riore le passage a` l’e´chelle des performances effectives.
Pour pallier en partie ce proble`me de consommation tout en augmentant la puissance
de calcul, la communaute´ HPC s’est tourne´e a` la fin des anne´es 2000 vers les acce´le´rateurs.
Ces cartes annexes, qui s’ajoutent aux nœuds existants des supercalculateurs, ont permis
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Figure 3.32 – Evolution des supercalculateurs du top500
d’augmenter les performances the´oriques par watt (et par dollar). Il convient de distinguer
leurs architectures :
– Les GPGPU (General Purpose on Graphic Processing Units), font re´fe´rence a` des cartes
graphiques de´tourne´es pour la simulation nume´rique. Ils posse`dent une architecture
particulie`re, les unite´s de calculs y sont tre`s nombreuses, tre`s spe´cialise´es et se partagent
quelques unite´s de controˆle tre`s simplifie´es (voir Fig. 3.33). Leur utilisation requiert de
re´e´crire les codes avec un langage de programmation spe´cifique. Le paralle´lisme est a`
exprimer sur une grille virtuelle et les optimisations sont souvent complexes. Dans le
reste du manuscrit, nous utiliserons le terme GPU, faisant implicitement re´fe´rence au
GPGPU.
– Les coprocesseurs sont quant a` eux une modification des processeurs classiques pour
le calcul intensif. Il sont apparus un peu plus tard, au de´but des anne´es 2010. Leur
architecture est une e´volution du mode`le multi-cœurs vers un mode`le “many-cœurs”,
comme celle de l’Intel Xeon Phi appele´e MIC (Many-Integrated Cores, voir Fig. 3.33).
Les cœurs sont plus nombreux que sur les processeurs multi-cœurs. Le controˆle de flot
est plus simple et compense´ par un support mate´riel de l’hyperthreading. Leur utilisation
est simplifie´e par rapport aux GPU car elle fait appel aux meˆmes outils que sur les CPU.
Toutefois, leur utilisation optimise´e reste un de´fi complexe.
Dans la pratique, c’est aux de´veloppeurs que revient le soin de re´partir le travail sur les
ressources disponibles (processeurs standards et acce´le´rateurs) en fonction de leur capacite´ de
traitement : nombre d’unite´s de calcul, puissance de ces unite´s (en fonction du degre´ d’ILP
et de la pre´sence d’hyperthreading), caracte´ristiques des diffe´rents niveaux de me´moire de
chacune des architectures. Programmer de telles machines he´te´roge`nes a amene´ Herb Sutter
a` e´crire en 2012 un nouvel article [Sut12] dont le titre, “Welcome to the jungle”, e´voque toute
la complexite´ de la taˆche.
Ce caracte`re he´te´roge`ne des ressources informatiques continue aujourd’hui de s’amplifier.
En effet, la miniaturisation tend a` atteindre l’e´chelle atomique et pourrait d’ici quelques di-
zaines d’anne´es stopper sa progression. Suivant la loi de Moore, l’architecture des processeurs
standards commence de´ja` a` s’orienter vers celle des many-cœurs. Citons par exemple la ver-
sion processeur des Intel Xeon Phi (“Knights Landing”), qui sera disponible l’anne´e prochaine,
ou, plus oriente´ basse consommation, le MPPA de Kalray qui propose de´ja` une alternative
similaire sur un autre jeu d’instructions.
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Figure 3.33 – Architectures CPU (gauche), GPU (centre) et MIC (droite)
En ajoutant a` cela la course a` l’exascale [DBea11] (c’est-a`-dire atteindre l’exaFlops :
1018 Flops), se traduisant par la gestion de milliards d’unite´s de calculs, la proble´matique
d’avoir des codes performants, portables et flexibles devient incontournable et centrale. Or,
les programmes informatiques, lorsqu’ils sont optimise´s pour des machines he´te´roge`nes, se
retrouvent de´pendants du mate´riel, au de´triment potentiel d’e´volutivite´.
Ce constat met en e´vidence une limite potentielle des mode`les de programmation do-
minants actuels : il faut maintenant les composer pour exploiter plusieurs niveaux de pa-
ralle´lisme. Par exemple, pour programmer une machine compose´e de nœuds acce´le´re´s par des
GPU, le mode`le le plus re´pandu permettant l’utilisation de ce type d’architecture he´te´roge`ne
est le triptyque MPI+thread+CUDA. MPI [MPI98] (Message Passing Interface) se charge
de la communication entre les diffe´rents nœuds, le niveau thread (par exemple POSIX ou
OpenMP) est spe´cialise´ pour ge´rer plus efficacement les diffe´rents cœurs d’un meˆme nœud et
CUDA (ou OpenCL) est utilise´ pour exploiter les GPU.
Sur la base de ces mode`les, demander aux de´veloppeurs de la performance sur une ma-
chine he´te´roge`ne ne´cessite alors beaucoup de temps et d’expertise, notamment pour la gestion
des transferts de donne´es et la re´partition e´quilibre´e des calculs. De plus, a` chaque e´volution
architecturale, une grande partie du travail d’optimisation est a` recommencer.
La programmation a` base de taˆches, a` l’aide de supports d’exe´cution (en anglais task-
based runtime system), permet de limiter la de´pendance du code a` l’architecture sous-jacente.
Le code est de´crit par des taˆches, sans lien direct a priori avec le mate´riel. Le support
d’exe´cution se charge ensuite d’exe´cuter ces taˆches sur les ressources disponibles, tout en as-
surant la cohe´rence des donne´es, c’est-a`-dire l’assurance d’utiliser une copie d’une donne´e pour
laquelle toutes les modifications ante´rieures sur d’autres copies de cette meˆme donne´e ont e´te´
applique´es. Pour eˆtre efficaces, ils mettent en place des politiques d’ordonnancement avance´es
(statiques ou dynamiques). Certains d’entre eux peuvent aussi se charger des transferts de
donne´es distantes de fac¸on transparente, comme nous le verrons a` la section 5.2.
Un programme peut ainsi eˆtre mode´lise´ par un graphe dont les nœuds repre´sentent les
taˆches e´le´mentaires et les areˆtes de´crivent les de´pendances entre ces taˆches. E´crire un code
performant revient alors a` construire un graphe de taˆches exprimant beaucoup de paralle´lisme,
c’est-a`-dire dont les de´pendances entre les taˆches sont limite´es. Optimiser ce code pour une
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architecture donne´e consiste de`s lors principalement a` re´e´crire les taˆches e´le´mentaires selon
les spe´cificite´s du mate´riel (si besoin) et a` choisir une politique d’ordonnancement permet-
tant une ade´quation entre l’application et l’architecture. Les supports d’exe´cution fournissent
souvent des algorithmes d’ordonnancement pre´de´finis qu’il suffit ge´ne´ralement de parame´trer
convenablement. Cependant, il se peut qu’en passant d’une architecture a` une autre, le pa-
ralle´lisme fourni par le graphe de taˆches ne convienne plus. Dans ce cas, il est ne´cessaire d’en
affiner son expression.
L’objectif de cette deuxie`me partie consiste alors a` mettre au point une approche par
taˆches du code de propagation des ondes e´lastiques de Total, puis a` utiliser un support
d’exe´cution, en l’occurrence PaRSEC (voir section 5.3). Le plan se de´compose en quatre
chapitres.
Le chapitre 4 de´crit l’algorithme de propagation des ondes du code DIVA de Total. La
section 4.1 donne le pseudo-code paralle`le par passage de messages de l’imple´mentation initiale
avec MPI. Une e´tude de performance est pre´sente´e 4.2 pour illustrer la proble´matique de ce
mode`le base´ sur une de´composition de domaines. Le chapitre 5 fait une pre´sentation ge´ne´rale
du paradigme de paralle´lisme par taˆches et des supports d’exe´cution servant a` ordonnancer
ces taˆches. En particulier, la section 5.1 de´taille comment porter un exemple simple en taˆches
sur deux mode`les diffe´rents. La section 5.2 dresse un e´tat de l’art des supports d’exe´cution
pour la programmation en taˆches et la section 5.3 re´sume les spe´cificite´s de celui que nous
avons utilise´ : PaRSEC.
Le chapitre 6 est consacre´ a` la description du portage du code DIVA en taˆches. La sec-
tion 6.1 reprend ainsi les diffe´rentes e´tapes de´crites au chapitre pre´ce´dent pour le code DIVA.
Puis, la section 6.2 explique comment exploiter efficacement les architectures a` me´moire par-
tage´e avec une illustration des points cle´s sur un processeur. Le chapitre 7 pre´sente l’e´tude
expe´rimentale comparative entre l’imple´mentation initiale en MPI et le code porte´ en taˆches.
Le cas test est de´crit a` la section 7.1 et les re´sultats sont de´veloppe´s a` la section 7.2, notam-
ment pour des machines ccNUMA et Intel Xeon Phi.
Dans le cadre de l’action strate´gique DIP, ce travail a e´te´ re´alise´ au sein d’une collaboration
avec George BOSILCA de l’ICL (Innovative Computing Laboratory, University of Tennessee,
USA), de´veloppeur en chef de PaRSEC, sous la coordination d’Emmanuel AGULLO charge´
de recherches Inria dans l’e´quipe Hiepacs. George a passe´ plusieurs mois en France, ce qui a
facilite´ les e´changes directs et intensifs sur le projet.
Commenc¸ons par rappeler quelques de´finitions fondamentales du calcul paralle`le auxquelles
nous allons nous re´fe´rer dans ce manuscrit.
Efficacite´
L’efficacite´ d’un code paralle`le traduit l’utilisation ade´quate des ressources disponibles.
C’est une valeur comprise entre ze´ro et un. Plus cette valeur est proche de 1, plus le code
utilise les capacite´s maximales de la machine. Soit p le nombre de ressources paralle`les et
T le temps. Ts repre´sente le temps de re´fe´rence pour une exe´cution sur une seule unite´ de
calcul, appele´ temps se´quentiel, et Tp le temps d’exe´cution sur p unite´s de calcul, appele´ temps
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paralle`le. L’efficacite´ est alors de´finie par la formule :
E(p) =
Ts
p.Tp
(3.129)
Speedup
Pour mesurer le gain e´ventuel de la modification d’un code, le rapport du temps d’exe´cution
obtenu avec le code initial, note´ Tinitial, sur le temps d’exe´cution obtenu avec le code final,
note´ Tfinal, est appele´ speedup. C’est une valeur positive. Lorsque cette valeur est plus grande
que un, le code final est plus rapide que le code initial. En programmation paralle`le, il existe
aussi un indicateur speedup obtenu cette fois par le rapport du temps se´quentiel sur le temps
paralle`le (Ts/Tp). C’est la premie`re de´finition qui est utilise´e dans cette the`se. Ainsi, la formule
du speedup S utilise´e est :
S =
Tinitial
Tfinal
(3.130)
Passage a` l’e´chelle
De´rive´ de l’anglais scalability, le passage a` l’e´chelle correspond a` l’ade´quation entre le
temps d’exe´cution d’une expe´rience et le nombre de ressources paralle`les utilise´es. Il est
d’usage de diffe´rencier deux de´finitions :
– scalabilite´ forte : les expe´riences concernent toujours le meˆme cas test (a` taille fixe´e).
Dans ce cas, le temps d’exe´cution ide´al diminue autant que le nombre de ressources
augmente, par exemple pour deux fois plus de ressources, le temps d’exe´cution ide´al est
divise´ par deux.
– scalabilite´ faible : la taille des cas tests varie avec le nombre de ressources, afin de
garder une charge de travail constante pour chaque ressource quel que soit le cas test.
Cette fois, le temps d’exe´cution ide´al reste le meˆme, par exemple pour deux fois plus
de ressources et un cas test deux fois plus gros.
Granularite´
Diminuer la taille des taˆches e´le´mentaires d’un programme permet d’exhiber potentielle-
ment davantage de paralle´lisme, mais en contrepartie, leur surcouˆt de traitement peut aug-
menter. La granularite´ repre´sente le rapport entre la taille des taˆches et leur surcouˆt de traite-
ment. Ainsi, optimiser la granularite´ consiste a` de´terminer un compromis entre un de´coupage
en beaucoup de petite taˆches (grain plus fin) et la gestion de leur surcouˆt de traitement en
limitant le nombre et donc la taille des taˆches (grain plus grossier).
La Fig. 3.34 illustre ce compromis. Chacun des quatre sche´mas repre´sente la meˆme quantite´
de calculs : la surface pointille´e blanche, qui est de´coupe´e en 1, 4, 16 et 64 taˆches de gauche
a` droite. Le surcouˆt de traitement est repre´sente´ en noir. Sche´matiquement, il de´pend de la
taille des taˆches tout en conservant une largeur fixe. Sur le sche´ma de gauche, il n’y a pas de
paralle´lisme, le temps d’exe´cution correspond a` la surface du sche´ma, c’est le temps se´quentiel.
Sur les autres sche´mas, le paralle´lisme est de plus en plus important, jusqu’a` obtenir tout a`
droite, des taˆches si petites que leur surcouˆt de traitement est largement supe´rieur a` leur
quantite´ de calculs.
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Pour un grand nombre de ressources paralle`les, il peut eˆtre inte´ressant de tendre vers un
grain tre`s fin et d’attribuer chaque petite taˆche a` une ressource. Cependant, l’efficacite´ peut
ne pas eˆtre bonne si l’essentiel du temps d’exe´cution est de´die´ au surcouˆt de traitement (cela
se ve´rifie en comparant la surface totale des sche´mas). Le passage a` l’e´chelle peut ne pas eˆtre
assure´ non plus, puisque le temps d’exe´cution peut augmenter plus vite que le nombre de
ressources (cela se ve´rifie en comparant la surface d’une taˆche sur chaque sche´ma).
Figure 3.34 – Illustration des effets potentiels de la granularite´
E´quilibrage de charge
L’exe´cution d’un code paralle`le se de´compose en calculs et en communications ou syn-
chronisations. Lorsque les calculs ne prennent pas le meˆme temps sur chaque ressource, les
ressources les moins charge´es peuvent eˆtre amene´es a` attendre les plus charge´es pour pouvoir
poursuivre l’exe´cution du code. L’e´quilibrage de charge, en l’anglais load balancing, mesure
cette re´partition des calculs, ce qui a pour objectif de limiter ces temps d’attentes. La Fig. 3.35
illustre l’e´quilibrage de charge possible sur deux ressources paralle`les, pour autant que la gra-
nularite´ soit suffisamment fine. Les blocs contiennent les taˆches et leur surcouˆt de traitement.
Figure 3.35 – Illustration de l’e´quilibrage de charge sur deux CPUs, grain fin et grain grossier
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Chapitre 4
E´tude du code DIVA initial pour la
propagation des ondes
Ce chapitre de´crit l’algorithme de propagation des ondes utilise´ dans le code DIVA. Les
e´quations physiques ont e´te´ discre´tise´es en un syste`me matriciel et nous commenc¸ons par
pre´senter l’algorithme se´quentiel correspondant. Nous de´taillons ensuite la paralle´lisation qui
repose sur une de´composition du domaine d’e´tude et l’utilisation du paradigme de paralle´lisme
par passage de messages. Pour finir, nous e´tudions les proprie´te´s du code paralle`le en illustrant
son comportement sur une machine cible´e. Ceci va nous permettre d’identifier le proble`me
majeur de l’imple´mentation initiale et notre objectif sera de le corriger.
4.1 Imple´mentation par passage de message
4.1.1 Pseudo-code se´quentiel a` partir de la discre´tisation de la partie I
Dans la premie`re partie de cette the`se, nous avons explique´ comment le syste`me de
l’e´lastodynamique est discre´tise´ (voir section 1.3). Nous utilisons une me´thode d’e´le´ments
finis DG en espace et un sche´ma Leap-Frog en temps. Ce choix favorise le paralle´lisme en
de´coupant le travail maille par maille. Les matrices de masse M? et B? ont alors une struc-
ture diagonale par blocs et les matrices de rigidite´ R? ont un stencil fixe (seulement les donne´es
des mailles directement voisines par les faces sont ne´cessaires). En contrepartie, le nombre de
degre´s de liberte´ total est plus e´leve´ que dans les me´thodes d’e´le´ments finis continus. Nous
pouvons toutefois remarquer que de nouvelles me´thodes DG dites hybrides (voir [CGL09] pour
l’article de re´fe´rence et [BGCDL14] pour une application a` l’e´lastodynamique) commencent a`
e´merger et nous pouvons observer qu’elles conservent les meˆmes avantages que les me´thodes
DG tout en utilisant un nombre de degre´s de liberte´ raisonnable et comparable a` celui requis
par les me´thodes continues.
Le maillage est non structure´, compose´ de Nh mailles K. Les inconnues vecteur vitesse v
et tenseur des contraintes σ sont approche´es par des vecteurs, note´s vh et σh respectivement.
L’intervalle de temps [0, T ] est divise´ en Nt pas de temps ∆t. En notant v
n
h l’approximation vh
au temps discret t = n∆t et σ
n+1/2
h celle de σh au temps discret interme´diaire t = (n+
1
2)∆t,
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le syste`me discret s’e´crit :
Mv
vn+1h − vnh
∆t
+Rσσ
n+1/2
h +Bv
vn+1h + v
n
h
2
= 0 (4.1a)
Mσ
σ
n+3/2
h − σn+1/2h
∆t
+Rvv
n+1
h = 0 (4.1b)
Les matrices de masse M? et B? sont diagonales par blocs, chacune de taille proportionnelle
au nombre de degre´s de liberte´ de chaque maille, variant entre 4 et 20 (voir Tab. 1.2). Il
est donc possible de les inverser pour un couˆt tre`s faible et le syste`me se re´e´crit de fac¸on
quasi-explicite :
vn+1h =
(
1
∆tMv +
1
2Bv
)−1 ( 1
∆tMv − 12Bv
)
vnh −
(
1
∆tMv +
1
2Bv
)−1
Rσσ
n+1/2
h
σ
n+3/2
h = σ
n+1/2
h −∆tM−1σ Rvvn+1h
(4.2)
Pour simplifier la pre´sentation de la me´thode, nous allons conside´rer des conditions aux
limites triviales Bv = 0, ce qui correspond physiquement a` une condition de surface libre. Ce
ne sont pas les conditions aux limites correspondant a` l’utilisation habituelle du code DIVA
car nous avons de´cide´ de nous concentrer dans un premier temps sur le cœur des calculs.
Le proble`me des conditions aux limites est un sujet important qu’il est pre´fe´rable de traiter
dans un second temps. En effet, l’utilisation de conditions aux limites ajoute de la complexite´
dans l’algorithme et, selon le choix de ces conditions, le comportement du code peut eˆtre tre`s
diffe´rent. Cependant, ce point fait partie de nos perspectives de travail a` court terme.
Le syste`me que nous conside´rons est alors le suivant :
vn+1h = v
n
h −∆tM−1v Rσσn+1/2h (4.3a)
σ
n+3/2
h = σ
n+1/2
h −∆tM−1σ Rvvn+1h (4.3b)
Le pseudo-code se´quentiel associe´ a` la re´solution de ce syste`me correspond a` l’algo-
rithme 4.1. Les e´quations (4.3a) et (4.3b) sont repre´sente´es par des fonctions de mise a` jour
des variables, lignes 4 et 7 respectivement. La discre´tisation se traduit par la pre´sence d’une
boucle en temps, ligne 2, et d’une boucle en espace pour chaque e´quation, lignes 3 et 6. Les
calculs sont effectue´s maille par maille par les fonctions de mise a` jour qui ne´cessitent les deux
variables vh et σh au pas de temps courant pour l’une et au demi-pas de temps pre´ce´dent
pour l’autre. De plus, les matrices de rigidite´ R? font intervenir les valeurs locales mais aussi
directement voisines de la variable prise au demi-pas de temps pre´ce´dent. Pour une maille K,
cet ensemble de valeurs situe´es sur les degre´s de liberte´ des faces des voisins est note´ par la
suite K (par analogie avec l’adhe´rence, voir Fig. 4.1). Ainsi, les deux mises a` jour des variables
ne peuvent eˆtre faites dans une seule boucle en espace.
4.1.2 Pseudo-code paralle`le par passage de messages
Le paralle´lisme repose sur la de´composition du domaine spatial en sous-domaines, sans
recouvrement. La Fig. 4.2 illustre un exemple de de´coupage sur un maillage 2D. Les pointille´s
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Figure 4.1 – Ensemble K des degre´s de liberte´ qui interviennent dans la matrice de rigidite´
locale a` la maille K sur un exemple 2D ou` l’ordre de discre´tisation des mailles voisines n’est
pas homoge`ne.
Algorithme 4.1 : Pseudo-code se´quentiel de DIVA (discre´tisation DG + Leap-Frog)
Data : Nh,∆t, Nt
Result : vh, σh
[v1h,σ
3/2
h ]←Initialization(Nh,∆t);1
for n = 1..Nt do2
for K = 1..Nh do3
vn+1hK ← UpdateVelocity(vnhK ,σ
n+1/2
hK
,∆t);4
end5
for K = 1..Nh do6
σ
n+3/2
hK
← UpdateStress(σn+1/2hK ,vn+1hK ,∆t);7
end8
end9
repre´sentent les donne´es ne´cessaires aux calculs sur un sous-domaine voisin, correspondant
aux degre´s de liberte´ des faces au contact des interfaces. Cette de´composition constitue la
premie`re e´tape de la paralle´lisation, ligne 1 de l’algorithme 4.2 du pseudo-code paralle`le de
DIVA (les diffe´rences par rapport au pseudo-code se´quentiel, algorithme 4.1, sont note´es en
bleu). L’imple´mentation initiale du code cre´e autant de sous-domaines que de ressources pa-
ralle`les disponibles Np. Une fois cette de´composition effectue´e (et les donne´es re´parties sur les
processus correspondants), chaque processus initialise ses variables locales, vh et σh, ligne 2,
sur les Nhloc mailles locales constituant son sous-domaine. La boucle en temps, ligne 3 reste
inchange´e tandis que les boucles en espace, lignes 5 et 9, ne s’appliquent maintenant qu’aux
mailles locales au sous-domaine. Le changement le plus important concerne les mailles situe´es
aux bords d’un sous-domaine. Les degre´s de liberte´ des faces des voisins ne sont plus directe-
ment accessibles puisque les mailles voisines sont sur un autre sous-domaine, donc inconnues
localement. C’est ici qu’interviennent les phases de communications, lignes 4 et 8. Les donne´es
situe´es localement aux interfaces sont envoye´es et les donne´es situe´es sur les faces voisines aux
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interfaces sont rec¸ues, permettant les calculs sur K (voir Fig. 4.1). Pour finir, les fonctions de
mise a` jour, lignes 6 et 10, sont identiques au code se´quentiel, excepte´ qu’elles correspondent
a` des calculs locaux avec des donne´es d’entre´e et de sortie appartenant au sous-domaine local.
Figure 4.2 – Exemple de de´coupage d’un maillage 2D en trois sous-domaines (vert, bleu et
rouge), les pointille´s correspondent aux donne´es a` e´changer
Algorithme 4.2 : Pseudo-code paralle`le de DIVA par passage de messages
Data : Np, Nh,∆t, Nt
Result : vh, σh
Nhloc ← DomainDecomposition(Np);1
[v1h,σ
3/2
h ]←Initialization(Nhloc ,∆t);2
for n = 1..Nt do3
σ
n+1/2
hK
← Communication(σn+1/2hK );4
for K = 1..Nhloc do //– nume´rotation interne au sous-domaine5
vn+1hK ← UpdateVelocity(vnhK ,σ
n+1/2
hK
,∆t);6
end7
vn+1hK
← Communication(vn+1hK );8
for K = 1..Nhloc do //– nume´rotation interne au sous-domaine9
σ
n+3/2
hK
← UpdateStress(σn+1/2hK ,vn+1hK ,∆t);10
end11
end12
Cet algorithme par passage de messages est compose´ de phases de calculs et de commu-
nications entrelace´es, sans barrie`res de synchronisation globale. Nous appellerons ce sche´ma
“compute and exchange”. Dans notre cas, les communications ne concernent qu’un volume tre`s
faible de donne´es, a` savoir les degre´s de liberte´ des faces aux interfaces. L’essentiel du temps
d’exe´cution correspond donc a` du temps de calcul effectif. Cet algorithme est imple´mente´ en
MPI dans le code DIVA initial.
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4.2 E´tude de performance
S’il n’y a pas de synchronisation globale, chaque processus doit malgre´ tout e´changer avec
ses voisins avant de pouvoir entamer une nouvelle phase de calcul. L’e´quilibrage de charge
est donc primordial pour e´viter qu’un processus peu charge´ attende un processus plus charge´.
La de´composition de domaine e´tant re´alise´e en amont de la phase de calculs, elle se base sur
une estimation a priori des temps de calculs. Pour assurer un e´quilibrage de charge cohe´rent,
l’e´tape de de´coupage du domaine prend en compte le nombre de degre´s de liberte´ de chaque
maille. Il faut e´galement prendre en compte le nombre de degre´s de liberte´ des faces des
mailles voisines, ce qui permet au moins de calculer le nombre exact des ope´rations interve-
nant dans les fonctions de mise a` jour. Cependant, en fonction des capacite´s des ressources
mate´rielles (degre´ d’ILP, taille des caches, . . .), le nombre exact d’ope´rations ne donne pas le
temps de calculs exact. Nous retrouvons ici le proble`me de l’he´te´roge´ne´ite´. Dans la pratique,
nous nous servons de formules approximatives pour prendre en compte l’architecture sous-
jacente. Obtenir un e´quilibrage de charge parfait est donc de´licat. Un travail d’optimisation
est toujours possible a posteriori pour ame´liorer l’efficacite´ du code mais de fac¸on de´pendante
a` l’architecture, donc non portable. C’est ainsi la limite de ce mode`le de programmation pour
le code DIVA.
La Fig. 4.3 pre´sente une trace d’exe´cution de 10 ite´rations du code DIVA en MPI sur
32 cœurs. Les traces repre´sentent les temps d’activite´ et d’inactivite´ de chaque ressource au
cours de l’exe´cution, dispose´es en ligne. Les noyaux de calcul de la vitesse et du tenseur des
contraintes sont repre´sente´s en orange et rouge respectivement. Le gris clair met en e´vidence
les temps d’attente dus aux communications par MPI. Cet exemple montre que, meˆme si
la plupart du temps est passe´ a` effectuer des calculs, il subsiste un le´ger de´se´quilibrage de
charge (certains cœurs en attendent d’autres), cela se ve´rifie en comparant la taille des blocs
de couleurs correspondants aux mises a` jour des variables. Comme le code DIVA est re´pe´titif
et que les sous-domaines restent fixes, ce phe´nome`ne se reproduit a` chaque ite´ration. Au
final, beaucoup de zones grises apparaissent, traduisant une sous-utilisation potentielle des
ressources.
Figure 4.3 – Trace d’une exe´cution du code DIVA sur 32 cœurs (un par ligne) et 10 ite´rations.
Les calculs sont en orange (vitesse) et rouge (contraintes) et les temps d’attente en gris clair
Nous pre´sentons maintenant une e´tude de performance du code DIVA. Le cas test conside´re´
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ici est un cube 3D he´te´roge`ne, c’est-a`-dire contenant diffe´rents milieux physiques, dont les
spe´cificite´s sont de´taille´es a` la section 7.1. Nous conside´rons deux tailles de maillages constitue´s
de 200.000 et 800.000 te´trae`dres, ge´ne´re´s avec Tetgen. Le nombre de degre´s de liberte´ de
chaque maille de´pend de ses caracte´ristiques physiques locales. La machine utilise´e est ho-
moge`ne, constitue´e de 8 processeurs Intel Xeon E7-8837, compose´ chacun de 8 CPUs cadence´s
a` 2.67 GHz. Chaque cœur CPU posse`de 64 KB et 256 KB de cache L1 et L2 respectivement,
et chaque processeur dispose de 24 MB de cache L3.
La Fig. 4.4 pre´sente l’efficacite´ paralle`le du code DIVA base´ sur MPI. La figure de gauche
correspond a` une discre´tisation homoge`ne, c’est-a`-dire avec le meˆme nombre de degre´s de
liberte´ dans chaque maille. Dans cette configuration, l’efficacite´ reste bonne pour les deux
tailles de maillages et ne de´croˆıt que tre`s le´ge`rement. La figure de droite correspond a` une
discre´tisation he´te´roge`ne, ce qui signifie que le nombre de degre´s de liberte´ dans chaque maille
est diffe´rent. C’est la configuration classique. Dans ce cas, l’efficacite´ de´croˆıt au fur et a` mesure
que le nombre de processeurs augmente, et ce quelle que soit la taille du maillage utilise´. En
effet, la connaissance du nombre exact d’ope´rations ne suffit ge´ne´ralement pas pour de´duire
par des formules le poids exact des calculs de chaque sous-domaine lorsque les donne´es ne
sont pas homoge`nes.
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Figure 4.4 – E´tude de l’efficacite´ paralle`le du code DIVA
Dans la suite de ce manuscrit, nous e´tudions la possibilite´ de re´pondre a` ce proble`me de
de´se´quilibrage de charge duˆ a` l’he´te´roge´ne´ite´ et donc de perte d’efficacite´ en changeant de
paradigme de paralle´lisme pour la programmation par taˆches.
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Programmation en taˆches et
support d’exe´cution
Ce chapitre se veut eˆtre une introduction ge´ne´rale sur le paradigme de paralle´lisme par
taˆches et les supports d’exe´cution servant a` ordonnancer ces taˆches. Nous pre´sentons d’abord
la notion de graphe de taˆches et les diffe´rents mode`les de programmation a` base de taˆches a`
partir d’un algorithme simple. Nous dressons ensuite un e´tat de l’art des supports d’exe´cution
pour la programmation en taˆches ainsi que deux classifications, par mode`les et par architec-
tures. Nous terminons par une pre´sentation du support d’exe´cution PaRSEC, celui sur lequel
nous allons porter DIVA.
5.1 Paradigme de paralle´lisme par taˆches
La programmation a` base de taˆches consiste a` de´couper le travail en morceaux – appele´s
les taˆches – et a` de´crire le flot des donne´es entre ces morceaux (en anglais dataflow 1). Les
de´pendances entre ces taˆches sont de´finies par les conditions de Bernstein [Ber66]. Soient
deux taˆches T1 et T2. Soient (I1, O1) et (I2, O2) leurs couples de variables d’entre´e et de
sortie, respectivement. Il existe alors trois types de de´pendance :
– si O1 ∩ I2 6= ∅, c’est une de´pendance de donne´e,
– si O2 ∩ I1 6= ∅, c’est une anti-de´pendance (de donne´e),
– si O1 ∩O2 6= ∅, c’est une de´pendance de sortie.
Les taˆches sont inde´pendantes et peuvent eˆtre exe´cute´es en paralle`le si et seulement si ces
trois ensembles sont vides. Paralle´liser un code revient donc a` de´terminer les de´pendances
entre les taˆches e´le´mentaires qui le composent.
Dans la suite du manuscrit, les taˆches font re´fe´rence a` des fonctions a` exe´cuter au sein
d’un unique programme. Pour autant, le paradigme de paralle´lisme par taˆches ne se limite
pas a` ce niveau. Il est tout a` fait possible de ge´rer l’exe´cution de plusieurs programmes, dont
les taˆches sont les programmes eux-meˆmes. Par exemple la gestion de programmes sur une
grille informatique (i.e. un ensemble de machines de´localise´es, autonomes et tre`s he´te´roge`nes)
est appele´e workflow et l’intergiciel DIET [CD06] est un exemple de mise en œuvre de ce
1. Une architecture de processeurs est base´e sur cette ide´e de flot des donne´es, invente´e dans les anne´es
1970 par Jack Dennis [Den74]. Cependant, l’apparition du paradigme d’exe´cution dans le de´sordre (en anglais
Out of Order execution) est devenu rapidement largement pre´dominant au de´but des anne´es 1990.
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principe, notamment sur la grille Grid5000 [BCC+06].
Nous allons maintenant construire le graphe de taˆches d’un algorithme simple pour intro-
duire les notions et de´finir deux mode`les de programmation. Dans le chapitre suivant, nous
appliquerons ce processus pour porter le code DIVA.
5.1.1 Du code se´quentiel au graphe de taˆches
Soit un pseudo-code basique re´alisant l’algorithme 5.1, correspondant a` l’exe´cution de
quatres fonctions. L’ordre d’appel des fonctions fun2 est ici arbitraire. En conside´rant chaque
fonction comme une taˆche, il est possible de repre´senter la re´alisation du programme sous
forme d’un graphe. Les taˆches forment alors les nœuds et les de´pendances, c’est-a`-dire les flux
de donne´es, sont de´crites par les areˆtes (voir Fig. 5.1). Ces areˆtes sont oriente´es et le graphe
est acyclique, c’est ce que l’on appelle un DAG (Directed Acyclic Graph). Le programme,
ainsi repre´sente´ dans un DAG, exhibe plus directement le paralle´lisme entre les taˆches (ici
sur fun2).
Algorithme 5.1 : Pseudo-code basique en se´quentiel
Result : C
A← fun1();1
B ← fun2(A);2
C ← fun2(A);3
C ← fun3(B,C);4
fun1
fun2
fun2
A C
fun3
BA
Figure 5.1 – DAG du pseudo-code basique
5.1.2 Diffe´rents mode`les de programmation a` base de taˆches
Il existe plusieurs mode`les de programmation a` base de taˆches. Ils sont similaires dans la
mesure ou` ils de´crivent le meˆme DAG. Ils se distinguent dans la manie`re dont ils de´crivent
ce DAG. Nous pre´sentons ici deux mode`les bien que d’autres classification pourraient eˆtre
envisage´es.
Le premier mode`le de programmation a` base de taˆches est le mode`le se´quentiel, c’est celui
qui se rapproche le plus de l’algorithme se´quentiel 5.1. Les de´pendances sont de´termine´es par
rapport a` l’ordre d’insertion des taˆches. C’est l’exemple de l’algorithme 5.2, ou` les taˆches sont
de´finies par la primitive InsertTask qui consiste a` inse´rer une taˆche dans le DAG. La taˆche
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fun1 est inse´re´e a` la ligne 1. Cette insertion est une instruction non bloquante demandant au
moteur d’exe´cution de traiter la taˆche de manie`re asynchrone. Elle travaille avec la donne´e A
en e´criture. Puis, la taˆche fun2 est inse´re´e a` la ligne 2. Elle travaille avec les donne´es A en
lecture et B en e´criture. A` partir de la`, une de´pendance de donne´e sur A est identifie´e entre
les taˆches fun1 et fun2. Ainsi, le moteur d’exe´cution ne traitera la taˆche fun2 qu’une fois
la taˆche fun1 termine´e. Puis, ligne 3, la seconde taˆche fun2 est inse´re´e. Elle travaille avec
les donne´es A en lecture et C en e´criture. De meˆme, une de´pendance de donne´e sur A est
identifie´e entre les taˆches fun1 et fun2. Les taˆches fun2 travaillent toutes les deux sur la
donne´e A mais en lecture, il n’y a donc pas de de´pendance de sortie sur la donne´e A entre ces
taˆches. Enfin, la taˆche fun3 est inse´re´e a` la ligne 4, elle travaille sur les donne´es B en lecture
et C en lecture/e´criture. Il y a une de´pendance de donne´e sur B entre la premie`re taˆche fun2
et la taˆche fun3 et une de´pendance de donne´e sur C entre la seconde taˆche fun2 et la taˆche
fun3.
Algorithme 5.2 : Pseudo-code basique en taˆches, mode`le se´quentiel
Result : C
insertTask(fun1, A[Write]);1
insertTask(fun2, A[Read], B[Write]);2
insertTask(fun2, A[Read], C[Write]);3
insertTask(fun3, B[Read], C[ReadWrite]);4
Le second mode`le de programmation a` base de taˆches est le mode`le parame´tre´. Il consiste a`
de´crire explicitement les taˆches identifie´es de l’algorithme 5.1 (fun1, fun2 et fun3), e´ventuel-
lement a` l’aide de parame`tres, ainsi que leurs de´pendances et les donne´es sur lesquelles portent
ces de´pendances. Ici, nous allons utiliser un parame`tre n pour diffe´rencier les appels a` fun2.
– La taˆche fun1 est de´crite aux lignes 1 − 4. Dans le de´tail, la ligne 1 de´finit un nom
arbitraire, ici Task fun1. Les lignes 2 et 3 spe´cifient que la taˆche travaille sur une donne´e
A en e´criture avec une de´pendance sur les taˆches Task fun2(1) et Task fun2(2). Le
sens de la fle`che indique que la donne´e A est un argument de sortie de Task fun1 et
un argument d’entre´e de Task fun2(?). La ligne 4 indique que la liste des donne´es est
te´rmine´e et que la suite concerne le code a` exe´cuter pour re´aliser cette taˆche. La ligne
5 est ainsi simplement un appel a` la fonction fun1.
– Les deux taˆches fun2 sont de´crites dans une seule taˆche aux lignes 7 − 13. Le nom
arbitraire de cette taˆche est Task fun2, ligne 7, qui de´pend d’un parame`tre n. Nous
nous servons de ce parame`tre pour diffe´rencier les deux taˆches fun2, qui vaut alors un
ou deux, comme l’indique la ligne 8. Cette taˆche travaille sur deux donne´es A en lecture
et X en e´criture. La ligne 9 pre´cise la de´pendance de A qui est un argument d’entre´e et
qui provient de la re´alisation de la taˆche Task fun1 (par le sens de la fle`che). La donne´e
X, qui est un argument de sortie, a un nom arbitraire, elle a une double de´pendance
de donne´e avec la taˆche Task fun3 pour laquelle elle est un argument d’entre´e. La
distinction se fait par le test de condition sur le parame`tre n. Le nom de cette donne´e
pour la taˆche Task fun3 est alors B ou C, lignes 10 et 11. La ligne 12 indique la fin de
la liste des donne´es et la ligne 13 est l’appel ge´ne´rique a` la fonction fun2.
– La taˆche fun3 est de´crite aux lignes 15 − 19. Elle s’appelle Task fun3, ligne 15. Elle
de´pend de deux donne´es B en lecture et C en lecture/ecriture. Ces sont des arguments
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d’entre´e provenant des re´alisations de la taˆche parame´tre´e Task fun2 (de´finissant deux
de´pendances de donne´es), lignes 16 et 17. La ligne 18 indique la fin de la liste des
donne´es et la ligne 19 est l’appel a` la fonction fun3.
– Le DAG est finalement cre´e´ a` la ligne 21.
A` ce stade, chaque type de taˆche est de´fini et, a` partir d’une instance de taˆches, il est possible
de de´terminer ses successeurs et ses pre´de´cesseurs. Une fois la description de toute les taˆches
effectue´e, la primitive dag.enqueue commence la traverse´e du DAG. A` noter que, malgre´
l’absence d’ordre se´quentiel, le moteur d’exe´cution peut construire un ordre topologique. En
particulier, il de´tecte que fun1 n’a pas de pre´de´cesseur et commence donc par exe´cuter la
taˆche correspondante.
Algorithme 5.3 : Pseudo-code basique en taˆches, mode`le parame´tre´
Result : C
Task fun1()1
WRITE A → A Task fun2(1)2
→ A Task fun2(2)3
BODY4
A=fun1()5
6
Task fun2(n)7
n=1..28
READ A ← A Task fun1()9
WRITE X → (n==1) ? B Task fun3()10
→ (n==2) ? C Task fun3()11
BODY12
X=fun2(A)13
14
Task fun3()15
READ B ← B Task fun2(1)16
RW C ← C Task fun2(2)17
BODY18
C=fun3(B,C)19
20
dag.enqueue(Task ?);21
Le mode`le se´quentiel permet une productivite´ e´leve´e puisqu’il est proche de l’algorithme
d’origine, tandis que le mode`le parame´tre´ requiert d’exprimer plus explicitement les de´pen-
dances. Ce point est relativement complexe, comme le montre l’algorithme 5.3 par rapport
a` l’algorithme 5.2, qui de´crivent pourtant tous deux le meˆme DAG (celui de la Fig. 5.1). Le
mode`le parame´tre´ offre cependant plus de flexibilite´ a` l’exe´cution pour explorer le DAG du
fait qu’il est entie`rement connu a` l’avance.
Un autre mode`le de programmation a` base de taˆches est tre`s re´pandu mais ne repose
pas suˆr la notion de graphe, c’est le mode`le de boucles. Lorsque le travail a` paralle´liser se
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trouve a` l’inte´rieur d’une boucle, ce mode`le de programmation plus simple, e´galement a` base
de taˆches, consiste en un de´coupage statique ou dynamique de la boucle a` exe´cuter. Selon
les supports d’exe´cution, les de´pendances de donne´es peuvent ne pas eˆtre obligatoirement a`
spe´cifier et la cohe´rence des donne´es n’est alors pas toujours assure´e. Le programmeur doit
alors veiller a` ce que l’algorithme reste juste en de´taillant quelles donne´es sont a` partager et
quelles donne´es sont locales aux taˆches (donne´es dites prive´es). C’est le cas d’OpenMP par
exemple. A` noter que OpenMP 4.0 supporte e´galement la notion de taˆche et propose une
interface de programmation relativement similaire au mode`le se´quentiel discute´ ci-dessus.
Malgre´ sa complexite´, nous avons choisi de porter le code DIVA en taˆches sur le mode`le
parame´tre´ afin de pouvoir exploiter au mieux les proprie´te´s du DAG. Il s’agit, a` notre connais-
sance, du premier portage d’un code industriel sur ce mode`le et en particulier sur le moteur
d’exe´cution PaRSEC.
5.2 E´tat de l’art des supports d’exe´cution pour la program-
mation a` base de taˆches
Le terme support d’exe´cution (en anglais runtime) de´signe simplement un outil dont les
programmes se servent pour eˆtre exe´cute´s. Il en existe a` plusieurs niveaux. Les syste`mes d’ex-
ploitations multiprocesseurs, ou les langages de programmation interpre´te´s sont par exemple
supporte´s par un moteur d’exe´cution. Les imple´mentations de la norme MPI peuvent e´galement
de´finir un support d’exe´cution. Nous pouvons e´galement citer les langages PGAS (Partitio-
ned Global Address Space) qui sont spe´cialise´es dans l’exe´cution de paralle´lisme de boucles
sur des processeurs a` me´moire distribue´e mais qui ne se basent pas sur la notion de taˆches.
En principe, l’exe´cution d’un programme a` base de taˆches a vocation a` eˆtre supporte´e par
un moteur d’exe´cution et dans ce qui suit, nous nous focalisons sur les supports d’exe´cution
pour cette programmation en taˆches.
Le roˆle des supports d’exe´cution pour la programmation en taˆches est d’orchestrer la
re´alisation des taˆches en respectant leurs de´pendances. Ils se chargent de la re´partition des
taˆches sur les ressources mate´rielles disponibles (potentiellement he´te´roge`nes) tout en assurant
la cohe´rence des donne´es. Certains d’entre eux prennent en charge les transferts de donne´es
distantes, par exemple entre des CPUs ne partageant pas un espace de me´moire locale ou
entre CPU et GPU, automatiquement ou par le biais de taˆches explicites.
Pour eˆtre efficaces, ils se servent de politiques d’ordonnancement (statiques ou dyna-
miques), ce qui ne signifie pas que les choix soient optimaux. En effet, trouver le meilleur
ordonnancement pour un graphe de taˆches quelconque est un proble`me d’optimisation NP-
complet au sens fort 2.
5.2.1 Petit historique des supports d’exe´cution
De`s l’apparition des premie`res machines paralle`les, dans les anne´es 1980, des supports
d’exe´cution e´mergent pour ame´liorer l’e´quilibrage de charge, voir par exemple le livre de
Sarkar [Sar89], base´ sur des graphes de taˆche statiques. La subdivision et le choix de re´partition
2. Un proble`me est dit NP-complet si sa re´solution ne´cessite un temps d’exe´cution super-polynomial en
fonction de la taille des donne´es. Le sens fort indique que ce temps ne change pas en modifiant l’algorithme
(base,. . .).
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du travail se font avant l’exe´cution du code, en fonction du nombre de ressources. A` cette
e´poque, l’architecture des processeurs e´tait encore se´quentielle (mono-cœur) et les machines
paralle`les e´taient ge´ne´ralement a` me´moire partage´e.
La notion de vol de taˆches (en anglais work-stealing) apparaˆıt ensuite, ce qui rend les
ordonnanceurs dynamiques. Concre`tement, les taˆches peuvent maintenant eˆtre ordonnance´es
a` l’exe´cution, de`s qu’une ressource est disponible. Le meilleur exemple historique est ce-
lui de Cilk [BJK+96], apparu de`s 1994 et toujours de´veloppe´ actuellement sous le nom de
Cilk++ [Lei10]. Il est base´ sur la gestion du mode`le se´quentiel et les taˆches sont de´crites avec
le mot cle´ spawn. Les supports d’exe´cution base´s sur le mode`le parame´tre´ deviennent eux
aussi dynamiques avec, notamment, l’apparition d’un formalisme de parame´trisation PTG
(Parametrized Task Graph), voir [CJ99] et re´cemment [DBB+14], qui permet de de´crire de
fac¸on plus compact le DAG.
Le cas d’OpenMP [DM98] est particulier. Comme nous l’avons dit plus haut, c’est un des
supports d’exe´cution de taˆches spe´cialise´s dans le mode`le de boucles. Il repose entie`rement sur
des directives de compilation. Apparu en 1997, il ajoute le mot-clef de taˆche (task) en 2008
dans sa version 3 mais sans notion de de´pendances de donne´es. Plus re´cemment, la version
4 tend vers un mode`le se´quentiel en ajoutant la possibilite´ de de´crire des de´pendances de
donne´es. Il est suˆrement le support d’exe´cution de taˆches le plus re´pandu aujourd’hui.
Avec l’architecture de processeurs multi-cœurs du de´but des anne´es 2000, plusieurs res-
sources se retrouvent au sein d’un seul processeur, ce qui permet d’exprimer plus de pa-
ralle´lisme au niveau local. Citons par exemple, Intel TBB (Threading Building Blocks) [Rei07],
qui a e´te´ de´veloppe´ de`s 2006 par le constructeur Intel spe´cialement pour ses processeurs multi-
cœurs, et SMPSs [PBL07] en 2007 qui a maintenant e´volue´ vers OMPSs (voir plus bas).
La gestion de ressources distantes, en me´moire distribue´e, se fait alors ge´ne´ralement par le
programmeur. C’est le paradigme de paralle´lisme par passage de message qui est le plus utilise´,
notamment par la norme MPI. Il existe tout de meˆme des supports d’exe´cution qui prennent
en charge ces transferts de me´moires distants, comme par exemple KAAPI en 2006 [GBP07]
(son de´veloppement n’est plus poursuivi actuellement, au be´ne´fice de X-KAAPI, voir plus
bas).
Plus re´cemment, a` la fin des anne´es 2000, la re´volution des acce´le´rateurs entraˆıne l’ap-
parition de supports d’exe´cution de´die´s, avec la gestion des transferts me´moire CPU-GPU,
comme StarPU [ATNW11, Aug11], PaRSEC [BBD+13] (anciennement DAGuE [BBD+12]),
X-KAAPI [GLFR13] et STARSs (devenu OMPSs [DPA+08] par fusion avec SMPSs, Clus-
terSs, CellSs,. . .), venus de diffe´rents horizons. Ces supports d’exe´cution adressent aujourd’hui
toutes les architectures, c’est-a`-dire me´moire partage´e, me´moire distribue´e et acce´le´rateurs.
Pour revenir a` l’adressage des acce´le´rateurs, des supports d’exe´cution base´s sur le pa-
ralle´lisme de boucles existent aussi dans ce domaine. Citons OpenACC [Ope11], qui provient
d’une demande industrielle, et, plus re´cemment, OpenMP version 4.0, qui ajoute e´galement
cette possibilite´. En ce qui concerne les co-processeurs Intel Xeon Phi sortis en 2012, comme
leur architecture est base´e sur des CPUs classiques a` me´moire partage´e, reposant sur le meˆme
jeu d’instructions x86, la plupart des supports d’exe´cution permettent leur gestion.
Pour finir ce tour d’horizon, il existe des supports d’exe´cution qui adressent les architec-
tures a` me´moires partage´e et distribue´e (sans rappeler les pre´ce´dents qui ge`rent en plus les
174
5.2. E´tat de l’art des supports d’exe´cution pour la programmation a` base de
taˆches
acce´le´rateurs), comme CnC [BBC+10] (tre`s re´cemment en version 1.0) et Taggre [RHAT13].
Ce dernier est en cours de´veloppement a` Total pour traiter un proble`me spe´cifique de granu-
larite´ des taˆches trop fine en faisant de l’agre´gation de taˆches. Les communications distantes
y sont instancie´es soit automatiquement (PaRSEC, StarPU, CnC), soit explicitement par des
taˆches (X-KAAPI, OMPSs, Taggre).
5.2.2 Classification et utilisation par la communaute´
Les supports d’exe´cution cite´s plus haut appartiennent donc aux trois cate´gories : pa-
ralle´lisme de boucles, mode`le parame´tre´ et mode`le se´quentiel. Le tableau 5.1 re´sume cette
re´partition en pre´cisant e´ventuellement une gestion de plusieurs mode`les. Nous utilisons
les signes “++” et “+” pour pre´ciser lorsqu’un mode`le est mis plus en avant dans les
spe´cification ou les publications. Le tableau 5.2 de´crit les architectures adresse´es par ces sup-
ports d’exe´cution, en pre´cisant pour la gestion de la me´moire distribue´e si elle est implicite
via un gestionnaire de me´moire ou si elle doit eˆtre explicite´e par le programmeur.
Il existe d’autres classifications possibles, comme le fait d’utiliser une API (Application
Programming Interface) ou de fournir un compilateur source to source, ou encore le fait de
ge´rer les conflits et copies de donne´es. Ce dernier point est important, lorsqu’il n’est pas pris
en charge c’est au programmeur a` y veiller, par exemple en pre´cisant si les donne´es sont
partage´es ou prive´es, comme nous l’avons vu pre´ce´demment. Heureusement, cela concerne
principalement les supports d’exe´cution pour le mode`le de boucles, ge´ne´ralement pour des
architectures a` me´moire partage´e.
runtime mode`le de boucles mode`le parame´tre´ mode`le se´quentiel
Cilk ++
Cilk++ ++ ++
OpenMP 6 3.1 ++
OpenMP 4.0 ++ +
OpenACC ++ +
Intel TBB + ++
OMPSs + ++
Intel CnC + ++
PaRSEC ++
StarPU ++
Taggre + ++
X-KAAPI + ++
Table 5.1 – Classification des supports d’exe´cution en fonction du mode`le de programmation
en taˆches
Les exemples d’utilisation de supports d’exe´cution base´s sur des graphes de taˆches se multi-
plient depuis quelques anne´es. La communaute´ d’alge`bre line´aire dense est la premie`re a` avoir
intensivement utilise´ ces outils. En effet, les taˆches concernent alors des blocs d’ope´rations
dont la taille et les de´pendances sont entie`rement de´termine´es au pre´alable, ce qui facilite
l’optimisation de leur ordonnancement. Citons par exemple [BLKD08, QOQOC+08] pour les
architectures a` me´moire partage´e, [BBD+11a] pour les architectures a` me´moire distribue´e
et [QOIQOvdG09, AAD+10, AAD+11b, AAD+11a] pour l’adressage des acce´le´rateurs.
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runtime me´moire partage´e me´moire distribue´e acce´le´rateurs GPU
Cilk X
Cilk++ X
OpenMP 6 3.1 X
OpenMP 4.0 X X
OpenACC X X
Intel TBB X
OMPSs X explicte X
Intel CnC X implicite
PaRSEC X implicite
StarPU X implicite/explicite X
Taggre X explicte
X-KAAPI X explicte X
Table 5.2 – Classification des supports d’exe´cution en fonction des architectures supporte´es
Ces succe`s ont conduit au de´veloppement de bibliothe`ques de solveurs denses comme, par
exemple pour les architectures a` me´moire partage´e, PLASMA [KLY+13], base´ sur le support
d’exe´cution QUARK [YKD11], et FLAME [ZCvdG+09], base´ sur SuperMatrix [CQQv07] ;
pour les architectures a` me´moire distribue´e, DPLASMA [BBD+11b], base´ sur PaRSEC ; et
pour l’adressage des acce´le´rateurs, MAGMA [DDG+12], e´tendu pour utiliser les supports
d’exe´cution QUARK et StarPU.
Plus re´cemment, c’est l’alge`bre line´aire creuse qui se voit ame´liore´e par la programmation
a` base de taˆches. Le travail sur l’e´quilibrage de charge y est plus de´licat puisque les taˆches ne
sont plus parfaitement de´termine´es au pre´alable (taille et de´pendances). Citons par exemple
les me´thodes directes [ABGL13, LFR+14], les me´thodes ite´ratives (Krylov) [AGG+12] ou les
“algorithmes rapides”[LSAT13, ABC+14, Kri14, LY14].
5.3 Le support d’exe´cution PaRSEC
PaRSEC est de´veloppe´ a` l’ICL (Innovative Computing Laboratory, University of Ten-
nessee, USA) par une e´quipe supervise´e par George BOSILCA. C’est un des rares supports
d’exe´cution instanciant de fac¸on automatique les communications distantes. Il est aussi ca-
pable de ge´rer les configurations ccNUMA 3 (cache-coherent Non-Uniform Memory Access),
ainsi que les acce´le´rateurs (GPU et Intel Xeon Phi).
La bibliothe`que de solveurs denses DPLASMA (version “me´moire distribue´e” de PLASMA)
est base´e sur PaRSEC. Il est compose´ principalement d’un ordonnanceur dynamique et d’un
compilateur source-to-source, pour interpre´ter la parame´trisation du graphe de taˆches. Ceci
est comple´te´ par un ensemble d’outils de de´bogage et d’analyse de performance, comme un
gestionnaire de traces, pour suivre l’activite´ pre´cise de chaque ressource, ou un ge´ne´rateur
graphique pour visualiser le graphe de taˆches.
Le mode`le de description des taˆches dans PaRSEC est parame´tre´. Nous avons vu plus haut
que le PTG (Parametrized Task Graph) s’e´tait de´mocratise´ pour leur repre´sentation. PaRSEC
se sert d’une extension propre, appele´e JDF (Job Data Flow), comme langage de description
3. Une configuration ccNUMA implique un couˆt d’acce`s variable a` la me´moire partage´e (voir section 6.2.3).
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de la parame´trisation. Cela permet de se rapprocher du langage mathe´matique de l’algo-
rithme, en utilisant une repre´sentation symbolique, comme nous l’avons vu pre´ce´demment a`
l’algorithme 5.3 qui est donc un exemple de JDF.
Les taˆches sont donc de´crites par le flux de leurs donne´es. Il s’agit de lister les donne´es
ne´cessaires au de´clenchement d’une taˆche, en prenant soin de pre´ciser de quelles autres taˆches
ces donne´es proviennent et vers quelles autres taˆches elles se dirigent. Lors de l’exe´cution,
PaRSEC ne construit pas l’ensemble du graphe mais se repre´sente a` chaque instant les taˆches
en cours ainsi que les taˆches a` suivre directement, ce qui correspond a` une coupe du DAG.
Chaque nœud peut contenir un certain nombre de ressources paralle`les acce´dant a` une
me´moire locale (au nœud) partage´e. Les transferts de donne´es au sein d’un nœud ne ne´cessi-
tent pas de surcouˆt de traitement lourd par le runtime, ce qui ne signifie pas que l’acce`s a` ces
donne´es n’ait pas de surcouˆt propre, comme par exemple dans une machine ccNUMA.
Pour ge´rer cela, PaRSEC permet d’agre´ger virtuellement des ressources partageant un
meˆme niveau de me´moire au sein d’une seule entite´, un virtual process. Ainsi, l’ordonnan-
cement des taˆches dans cette entite´ est optimise´ par rapport a` la localite´ des donne´es. Par
ailleurs, il est toujours possible de faire du vol de taˆches entre les virtual processes, pour cor-
riger un e´ventuel de´se´quilibrage de charge.
Nous avons choisi d’utiliser PaRSEC comme support d’exe´cution pour la programmation
du code DIVA en taˆches parce qu’il permet d’adresser toutes les architectures et qu’il prend en
charge de fac¸on automatique les communications distantes. En effet, nous souhaitons obtenir
une bonne efficacite´ sur des machines diverses comme ccNUMA ou Intel Xeon Phi. De plus,
nous verrons qu’une grande partie du code peut eˆtre re´utilise´e pour passer d’une architec-
ture a` une autre (le moteur d’exe´cution prenant en charge la gestion des de´tails techniques
architecturaux), ce qui permet de se concentrer sur les besoins algorithmiques dans le but de
maintenir une performance e´leve´e. Par contre PaRSEC ne permettait pas d’utiliser un code
en Fortran facilement et nous avons profite´ de ce projet en collaboration pour ajouter cette
fonctionnalite´ au support d’exe´cution.
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Chapitre 6
Formulation a` base de taˆches du
code de propagation des ondes
Ce chapitre de´taille les diffe´rentes e´tapes pour passer au paradigme de paralle´lisme a` base
de taˆches dans le code DIVA. Nous commenc¸ons par cre´er le DAG associe´, a` partir de l’al-
gorithme du pseudo-code paralle`le pre´sente´ au chapitre 4. Une fois les taˆches identifie´es nous
les de´crivons suivant le mode`le parame´tre´ et plus pre´cise´ment en JDF, le langage de descrip-
tion de taˆches de PaRSEC. Nous allons ensuite montrer comment exploiter efficacement les
diffe´rentes architectures cibles. Pour cela, il faut diminuer la granularite´ des taˆches en ge´ne´rant
plus de sous-domaines qui seront alors plus petits, tout en conservant une certaine localite´.
Il devient alors possible d’exploiter le vol de taˆches. Nous illustrons ici l’importance de ces
deux points cle´s sur un processeur classique. Nous terminons en de´crivant la configuration
ccNUMA et l’option de PaRSEC qui permet de la ge´rer efficacement.
6.1 DAG et description JDF des taˆches du code DIVA
6.1.1 DAG du code DIVA
Nous avons vu au chapitre 4 que le code DIVA fait intervenir deux variables : le vecteur
vitesse et le tenseur des contraintes. Nous utiliserons les notations V et S respectivement
pour nous re´fe´rer a` chacune d’elles. L’algorithme paralle`le 4.2 repose sur une de´composition
de domaine initiale et une boucle en temps dans laquelle se situent deux boucles en espaces
de mise a` jour des variables ainsi que deux phases de communication, au de´but de chaque
boucle. C’est un algorithme du type “compute and exchange”, sur deux variables a` chaque
pas de temps. Chaque domaine posse`de ses propres variables.
Voici comment en de´river le DAG correspondant. Nous appelons les fonctions de mise a`
jour Compute V et Compute S, il y en a une par sous-domaine et par pas de temps. Les
phases de communication vont eˆtre instancie´es automatiquement par le support d’exe´cution
mais il faut ne´anmoins pre´parer les donne´es a` e´changer. Pour cela, nous utilisons des taˆches
de pre´paration et de re´partition, il y en a autant par sous-domaine que le nombre de sous-
domaines voisins, pour chaque pas de temps. Les premie`res, Pack V et Pack S, se chargent
de remplir un vecteur avec les donne´es a` envoyer (situe´s sur les degre´s de liberte´ des faces
externes au sous-domaine). Les secondes, Unpack V et Unpack S, mettent a` jour les variables
principales avec les donne´es rec¸ues.
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Chaque ite´ration en temps fait ainsi appel aux meˆmes taˆches : Compute V , Compute S,
Pack V , Pack S, Unpack V , Unpack S avec les meˆmes de´pendances de donne´es. Nous avons
repre´sente´ sur la Fig. 6.1 le DAG de DIVA pour une ite´ration et pour trois sous-domaines
comme de´crits a` la Fig. 4.2. Les de´pendances sont repre´sente´es par les fle`ches avec le nom de la
donne´e concerne´e. Il n’y a pas de notion d’envoi ou de re´ception avec d’autres sous-domaines.
Au moment de l’exe´cution, un processeur peut tre`s bien avoir plusieurs sous-domaines a` ge´rer
ou plusieurs processeurs peuvent avoir leurs sous-domaines situe´s sur un espace de me´moire
partage´e. Dans ce cas, une copie de donne´e locale suffit et c’est le gestionnaire de me´moire
du support d’exe´cution qui se charge de ces copies ou si besoin des envois et des re´ceptions.
Figure 6.1 – DAG correspondant a` une ite´ration temporelle de l’algorithme DIVA pour un
maillage de´coupe´ en trois sous-domaines comme dans la Fig. 4.2
6.1.2 Description parame´tre´e en JDF
La description du DAG de DIVA peut se faire de diffe´rentes manie`res en fonction du sup-
port d’exe´cution, voir chapitre 5. Nous avons vu que PaRSEC se sert d’un langage propre
pour cela, le JDF (Job Data Flow). Nous allons donc utiliser le mode`le parame´tre´ pre´sente´ a`
la section 5.1 pour de´crire les taˆches du DAG 6.1.
Comme nous l’avons dit plus haut, chaque sous-domaine fait appel aux meˆmes taˆches et
ce pour chaque ite´ration temporelle. Nous allons donc parame´trer les taˆches avec
– it = 1..Nt, l’ite´ration courante, comprise entre 1 et Nt, le nombre total d’ite´rations,
– d = 1..Nd, le sous-domaine local, compris entre 1 et Nd, le nombre total de sous-
domaines.
De plus, les taˆches de communication seront parame´tre´es avec dn = 1..nb neigh(d), la liste
des voisins d’un domaine d, variant de 1 a` Nd, le nombre de voisins du domaine d. Pour cela,
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nous avons ajoute´ une fonction nb neigh() qui renvoie le nombre de voisins d’un sous-domaine.
Nous allons de´crire les taˆches sur la variable vitesse V seulement (algorithmes 6.1, 6.2
et 6.3), les taˆches sur la variable contraintes S posse´dant des structures tout a` fait syme´triques
(algorithmes 6.4, 6.5 et 6.6 respectivement).
– L’algorithme 6.1 de´crit la taˆche Compute V , ligne 1, pour la mise a` jour de V . Les pa-
rame`tres de l’ite´ration courante et du sous-domaine courant sont liste´s aux lignes 2 et 3
respectivement. Cette taˆche a deux variables S et V , la premie`re en lecture et la seconde
en lecture/e´criture, comme cela est pre´cise´ aux lignes 4 et 6. La variable S provient des
taˆches Unpack S de l’ite´ration courante, du sous-domaine courant et de chaque voi-
sin. Cette information est inclue ligne 4 dans les parame`tres de (it, d, 1..nb neigh(d)).
Cette variable servira ensuite pour la taˆche Compute S de l’ite´ration courante et du
sous-domaine local, ligne 5. La seconde variable V provient de la taˆche Compute S
de l’ite´ration pre´ce´dente et du sous-domaine local, ligne 5, parame`tres (it − 1, d) . La
distinction si ce n’est pas le premie`re ite´ration se fait par le test [ (it 6= 1) ? ]. Cette va-
riable est ensuite ne´cessaire aux taˆches Pack V de l’ite´ration courante, du sous-domaine
courant et de chaque indice de voisin, ligne 7. La description de la taˆche se termine par
la section BODY, ligne 8, qui contient l’appel a` la fonction de mise a` jour V , ligne 9.
– L’algorithme 6.2 de´crit la taˆche Pack V , ligne 1, pour la pre´paration des donne´es de
V a` envoyer. Les parame`tres de l’ite´ration courante, du sous-domaine courant et de
l’indice du voisin conside´re´ sont liste´s aux lignes 2, 3 et 4 respectivement. Cette taˆche
a une seule variable V en lecture, ligne 5. Elle provient de la taˆche Compute V de
l’ite´ration courante et du sous-domaine courant, ligne 5. Cela renvoie a` la ligne 7 de
l’algorithme 6.1. Cette variable servira ensuite pour la taˆche Unpack V de l’ite´ration
courante, du sous-domaine courant et faisant re´fe´rence au meˆme indice de voisin, ligne
6. Dans ce cas elle servira a` recevoir les donne´es d’un voisin distant. Mais cette variable
doit e´galement eˆtre envoye´e a` son voisin direct. Pour cela, la ligne 7 pre´cise que la
variable est ne´cessaire a` une autre taˆche Unpack V de l’ite´ration courante, dont les
deux derniers parame`tres se basent sur des appels de fonctions faisant correspondre un
sous-domaine a` ses voisins et fournissant leurs indices dans la nume´rotation distante :
num dom() et index at neigh() respectivement. La description de la taˆche se termine
par la section BODY, ligne 8, qui contient l’appel a` la fonction de pre´paration sur V ,
ligne 9.
– L’algorithme 6.3 de´crit la taˆche Unpack V , ligne 1, pour la re´partition des donne´es de
V rec¸ues. Les parame`tres de l’ite´ration courante, du sous-domaine courant et de l’in-
dice du voisin conside´re´ sont liste´s aux lignes 2, 3 et 4 respectivement. Cette taˆche a
une seule variable V en lecture/e´criture, ligne 5. Elle provient de la taˆche Pack V de
l’ite´ration courante, du sous-domaine courant et faisant re´fe´rence au meˆme indice de
voisin, ligne 5. Cela renvoie a` la ligne 6 de l’algorithme 6.2. Elle provient e´galement de
la taˆche Pack V de l’ite´ration courante, du sous-domaine voisin et de l’indice distant,
tous deux de´termine´s a` partir des fonctions num dom() et index at neigh(), ligne 6.
Cela renvoie a` la ligne 7 de l’algorithme 6.2. Cette variable servira ensuite a` la taˆche
Compute S de l’ite´ration courante et du sous-domaine courant, ligne 7. La description
de la taˆche se termine par la section BODY, ligne 8, qui contient l’appel a` la fonction
de re´partition sur V , ligne 9.
Nous avons ainsi de´crit tous les nœuds du DAG en fonction de parame`tres. Pour chaque
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Algorithme 6.1 : Description JDF de la taˆche Compute V
Compute V(it, d)1
it = 1..Nt2
d = 1..Nd3
READ S ← S Unpack S(it, d, 1..nb neigh(d))4
→ S Compute S(it, d)5
RW V ← (it 6= 1) ? V Compute S(it− 1, d)6
→ V Pack V(it, d, 1..nb neigh(d))7
BODY8
call compute V(S,V);9
Algorithme 6.2 : Description JDF de la taˆche Pack V
Pack V(it, d, dn)1
it = 1..Nt2
d = 1..Nd3
dn = 1..nb neigh(d)4
READ V ← V Compute V(it, d)5
→ V Unpack V(it, d, dn)6
→ V Unpack V(it, num dom(d, dn), index at neigh(d, dn))7
BODY8
call pack V(V);9
Algorithme 6.3 : Description JDF de la taˆche Unpack V
Unpack V(it, d, dn)1
it = 1..Nt2
d = 1..Nd3
dn = 1..nb neigh(d)4
RW V ← V Pack V(it, d, dn)5
← V Pack V(it, num dom(d, dn), index at neigh(d, dn))6
→ V Compute S(it, d)7
BODY8
call unpack V(V);9
donne´e (les variables V et S), il est pre´cise´ de quelle taˆche elle provient, e´ventuellement de
l’ite´ration pre´ce´dente et pour quelle taˆche elle sera ne´cessaire, e´ventuellement a` l’ite´ration
suivante. L’ensemble de ces informations est e´quivalent a` l’ensemble des areˆtes du DAG. Les
e´tapes de de´composition de domaines et d’initialisation des donne´es ne sont pas inclues dans
le graphe de taˆche dans le cadre de ce travail.
A` noter que, ainsi de´crites, les areˆtes encodent non seulement les de´pendances entre les
taˆches mais e´galement les donne´es sur lesquelles elles portent. PaRSEC est donc en mesure
d’effectuer automatiquement les transferts de donne´es a` partir de ces informations s’il a be-
soin de de´placer des donne´es, comme c’est le cas sur une architecture a` me´moire distribue´e.
Toutefois, dans le cadre de ce manuscrit, nous n’e´valuons pas cette possibilite´ qui est en cours
de de´veloppement.
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Algorithme 6.4 : Description JDF de la taˆche Compute S
Compute S(it, d)1
it = 1..Nt2
d = 1..Nd3
READ V ← V Unpack V(it, d, 1..nb neigh(d))4
→ (it 6= Nt) ? V Compute V(it+ 1, d)5
RW S ← S Compute V(it, d)6
→ (it 6= Nt) ? S Pack S(it+ 1, d, 1..nb neigh(d))7
BODY8
call compute S(V,S);9
Algorithme 6.5 : Description JDF de la taˆche Pack S
Pack S(it, d, dn)1
it = 1..Nt2
d = 1..Nd3
dn = 1..nb neigh(d)4
READ S ← (it 6= 1) ? S Compute S(it− 1, d)5
→ S Unpack S(it, d, dn)6
→ S Unpack S(it, num dom(d, dn), index at neigh(d, dn))7
BODY8
call pack S(S);9
Algorithme 6.6 : Description JDF de la taˆche Unpack S
Unpack S(it, d, dn)1
it = 1..Nt2
d = 1..Nd3
dn = 1..nb neigh(d)4
RW S ← S Pack S(it, d, dn)5
← S Pack S(it, num dom(d, dn), index at neigh(d, dn))6
→ S Compute V(it, d)7
BODY8
call unpack S(S);9
Il reste donc maintenant a` appeler PaRSEC pour exe´cuter le DAG du code DIVA. Cepen-
dant, nous allons voir qu’il faut encore au moins modifier la granularite´ des taˆches et activer le
vol de taˆches pour pouvoir corriger les proble`mes d’e´quilibrage de charge sur une architecture
simple.
6.2 Extensions pour architectures a` me´moire partage´e
6.2.1 Granularite´ et localite´
Dans notre mode`le de programmation, le DAG est a priori de´corre´le´ de l’architecture. En
particulier, le nombre de sous-domaines n’est plus de´pendant du nombre d’unite´s de calculs
183
Chapitre 6. Formulation a` base de taˆches du code de propagation des ondes
disponibles, comme c’e´tait le cas pour l’imple´mentation par MPI. Il est donc possible de faire
varier la granularite´ des taˆches en exprimant d’avantage de paralle´lisme. L’ide´e est de diminuer
le grain en cre´ant plus de sous-domaines, qui deviennent alors plus petits. La charge de travail
de chaque taˆche est ainsi re´duite. Les e´tapes de communications impliquent alors moins de
donne´es mais sont plus nombreuses. Cependant, elles sont inde´pendantes puisqu’elles agissent
sur des sous-domaines diffe´rents.
Plusieurs sous-domaines peuvent eˆtre affecte´s a` une unite´ de calculs. Afin de favoriser la lo-
calite´ des donne´es, le maillage global est d’abord de´coupe´ en un nombre de sous-domaines e´gal
au nombre d’unite´s de calculs, puis, chacun de ces sous-domaines est subdivise´ en fonction de
la granularite´ choisie. La Fig. 6.2 illustre cela sur l’exemple pre´ce´dent du maillage 2D a` trois
sous-domaines (voir Fig. 4.2). Chaque sous-domaine en trait continu est subdivise´ en quatre,
en traits discontinus, permettant un de´coupage du domaine initial en 12 sous-domaines avec
une localite´ pour chaque groupe de sous-domaines (en couleurs) qui sont alors adjacents. Les
donne´es a` e´changer entre ces sous-domaines se feront alors par simples copies locales.
Figure 6.2 – Exemple de subdivision dans un maillage 2D
Cette possibilite´ de gestion du nombre de sous-domaines inde´pendants du nombre d’unite´s
de calculs a e´te´ ajoute´e au code DIVA dont la de´composition de domaine initiale e´tait fixe´e
au nombre de processus MPI. La fonction de subdivision e´tant appele´e sur chaque sous-
domaine, il est possible de cre´er un nombre quelconque de niveaux de de´composition par
re´cursivite´. Cela est notamment ne´cessaire pour une meilleure gestion des architectures a`
me´moire distribue´e des nœuds contenant des coprocesseurs.
Il n’est pas ne´cessaire de modifier la description des taˆches. Par contre, il faut pre´ciser a`
l’initialisation de PaRSEC la localite´ des sous-domaines a` traiter de pre´fe´rence sur chaque
unite´s de calcul. Le vol de taˆches permet alors a` une unite´ de calcul de de´clencher des taˆches
sur des sous-domaines qui ne font pas partie de ses pre´fe´rences mais qui se situent sur le meˆme
espace de me´moire partage´e. Une fois le vol effectue´, les pre´fe´rences des unite´s de calculs ne
sont pas modifie´es.
6.2.2 Illustration expe´rimentale
Nous nous concentrons pour cette expe´rience sur l’illustration des points-cle´s d’un support
d’exe´cution pour la programmation a` base de taˆches, a` savoir le vol de taˆches et l’importance
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de la granularite´ fine. C’est aussi l’occasion d’observer que, meˆme sur un seul processeur, la
programmation en taˆches peut eˆtre be´ne´fique.
Le cas test conside´re´ est le cube 3D he´te´roge`ne dont les spe´cificite´s sont de´taille´es a` la sec-
tion 7.1. Nous conside´rons deux tailles de maillages constitue´s de 200.000 et 800.000 te´trae`dres
(ge´ne´re´s avec Tetgen). La machine est ici forme´e d’un seul processeur classique, Intel Xeon
E7-8837, compose´ de 8 CPUs cadence´s a` 2.67 GHz. Ils posse`dent chacun 64 KB et 256 KB
de cache L1 et L2 respectivement, et se partagent 24 MB de cache L3.
La Fig. 6.3 repre´sente le speedup obtenu avec le code DIVA en taˆches exe´cute´es avec
PaRSEC, par rapport au code initial en MPI. Nous rappelons que la granularite´ du code MPI
correspond au de´coupage du domaine en autant de sous-domaines que d’unite´s de calculs dis-
ponibles, ici de 1 a` 8 CPUs. Nous observons que, premie`rement, il apparaˆıt clairement qu’uti-
liser le support d’exe´cution avec la meˆme granularite´ (grossie`re) que MPI n’apporte aucun
gain (barres rouges traits pleins). En diminuant cette granularite´, c’est-a`-dire en de´coupant
le domaine en plus de sous-domaines (plus petits), les communications de donne´es se font
sur des interfaces plus petites, certes plus nombreuses aussi, mais de fac¸on inde´pendantes. Le
fait d’exprimer plus de paralle´lisme permet alors un meilleur ordonnancement, observe´ sur
les autres barres. Nous observons e´galement que, sans activer le vol de taˆches (barres vertes
traits discontinus), le gain reste faible et le mauvais e´quilibrage de charge est pre´dominant.
En activant le vol de taˆches (barres bleues traits pointille´s), le gain est plus significatif. De`s
qu’une ressource est disponible, le support d’exe´cution a plus de choix sur les taˆches a` activer
pour optimiser les temps d’attente dus aux communications. Sur un seul CPU du processeur,
il n’y a e´videmment aucune diffe´rence a` activer ou non le vol de taˆches.
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Figure 6.3 – Speedup sur un processeur, effets de la granularite´ et du vol de taˆches
Cette expe´rience de´montre qu’il est possible d’avoir un gain meˆme sur peu de CPU et que
ce gain est maximal si la granularite´ est fine et si le vol de taˆches est active´.
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6.2.3 Gestion des nœuds ccNUMA
Le terme ccNUMA, de l’anglais cache coherent Non-Uniform Memory Access, de´signe une
architecture de machine paralle`le a` me´moire partage´e. Dans une configuration NUMA, la
me´moire est physiquement re´partie en bancs (ou nœud, mais ce terme peut eˆtre confondu
avec un nœud de processeurs). Chaque banc est localise´ pre`s d’un processeur, lui permettant
un acce`s plus rapide. A` l’inverse, les autres processeurs ont un temps d’acce`s a` ce banc plus
e´leve´, de´pendant de la distance physique les se´parant. C’est le facteur NUMA.
Lorsque les processeurs disposent de me´moire cache et que le syste`me assure la cohe´rence
des donne´es entre la me´moire globale (bancs) et les caches internes, la configuration est
pre´cise´e cache coherent et abre´ge´e ccNUMA. La Fig. 6.4 repre´sente un nœud d’architecture
ccNUMA avec 4 processeurs. Le plus souvent, les processeurs sont groupe´s par deux, modifiant
le´ge`rement le facteur NUMA.
Figure 6.4 – Exemple d’architecture ccNUMA a` 4 processeurs
PaRSEC permet de ge´rer cette me´moire partage´e a` couˆts d’acce`s variables en utilisant ses
virtual processes (VP), de´crits a` la section 5.3. Pour cela, il n’est pas ne´cessaire de modifier la
description des taˆches. Une option a` l’exe´cution permet de de´finir le nombre d’unite´ de calculs
a` agre´ger virtuellement. Par de´faut l’option de´finit un seul espace de me´moire partage´e et il
est possible de l’utiliser de deux fac¸ons :
– en pre´cisant manuellement un de´coupage re´gulier : −V rr : ${N} : ${S} : ${T} ou`
N est le nombre de VP, S est le nombre d’unite´s de calcul de chaque VP et T est le
nombre total d’unite´s de calcul (T = N ∗ S)
– en utilisant l’outil hwloc [BCOM+10] : −V hwloc qui de´tecte automatiquement les
ressources disponibles et qui de´duit de leurs architectures le nombre de VP et le nombre
d’unite´s de calcul dans chacun d’eux.
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Chapitre 7
E´tude expe´rimentale
Ce dernier chapitre illustre les re´sultats obtenus sur plusieurs machines cibles avec le code
DIVA programme´ en taˆches et ordonnance´ par PaRSEC. Ils sont compare´s a` l’imple´mentation
initiale utilisant le paradigme de paralle´lisme par passage de message de la bibliothe`que MPI.
Nous commenc¸ons par pre´senter le cas test physique, un cube 3D contenant un doˆme de sel.
Nous listons ensuite les diffe´rentes configurations mate´rielles que nous utilisons, ccNUMA
et Intel Xeon Phi. Cette e´tude ne concerne donc que des architectures a` me´moire partage´e.
Nous montrons que les re´sultats de comparaison de speedup donnent l’avantage a` la version
en taˆches avec PaRSEC et que les efficacite´s sont toujours meilleures que la version MPI.
7.1 Description des cas tests
Ge´ophysique d’un doˆme de sel 3D
L’ensemble de l’e´tude expe´rimentale est re´alise´ sur le meˆme cas test ge´ophysique. Pour se
rapprocher des cas de prospection pe´trolie`re utilise´s en RTM, nous avons construit un domaine
artificiel 3D. Il repre´sente un doˆme de sel (en blanc) sous plusieurs couches ge´ologiques, elles-
meˆmes sous une couche d’eau (en bleu), comme illustre´ Fig. 7.1. Chaque couche posse`de des
caracte´ristiques physiques diffe´rentes, avec des extrema dans les couches d’eau et de sel.
Deux discre´tisations he´te´roge`nes sont propose´es, formant des maillages non-structure´s de
te´trae`dres. Le plus grossier est compose´ de 200.000 mailles, le plus fin de 800.000, tous deux
ge´ne´re´s avec le logiciel Tetgen. Le nombre de degre´s de liberte´ (note´ nb ddl) de chaque maille
varie de 4 a` 20 en fonction des caracte´ristiques de chaque milieu, voir tableau 7.1.
couche ρ Vp Vs ε δ γ θ φ nb ddl
bleue 1 1500 750 0 0 0 0 0 4
jaune 1 1800 900 0.1 0.01 0.1 0 0 10
brune 1 2000 1000 0.15 0.05 0.15 15 30 10
noire 1 2500 1250 0.25 0.01 0.2 15 30 20
blanche 1 4000 2000 0 0 0 0 0 20
Table 7.1 – Caracte´ristiques des couches ge´ologiques du cas test, en m.s−1 pour les vitesses
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Figure 7.1 – Cas test ge´ologique d’un doˆme de sel 3D
Architectures a` me´moire partage´e
Le banc d’essai de l’e´tude expe´rimentale sur architectures a` me´moire partage´e porte sur
trois configurations machines, deux nœuds ccNUMA et un coprocesseur :
– Un nœud classique forme´ de 2 processeurs Intel Xeon E5-2670 v2, compose´ chacun de
10 CPUs cadence´s a` 2.50 GHz. Chaque cœur CPU posse`de 64 KB et 256 KB de cache
L1 et L2 respectivement, et chaque processeur dispose de 25 MB de cache L3. Cette
configuration est de´nomme´e par la suite 20-core Xeon.
– Un nœud plus atypique, forme´ de 8 processeurs Intel Xeon E7-8837, compose´ chacun
de 8 CPUs cadence´s a` 2.67 GHz. Chaque cœur CPU posse`de 64 KB et 256 KB de cache
L1 et L2 respectivement, et chaque processeur dispose de 24 MB de cache L3. Cette
configuration est de´nomme´ par la suite 64-core Xeon.
– Un coprocesseur many-cœurs Intel Xeon Phi 7120P, compose´ de 61 CPUs cadence´s a`
1.238 GHz, avec un hyperthreading par 4, totalisant 244 threads. Chaque cœur CPU
posse`de 64 KB et 512 KB de cache L1 et L2 respectivement. Il n’y a pas de cache L3.
Cette configuration est de´nomme´e par la suite Xeon Phi.
Facteurs NUMA des machines de tests
Le tableau 7.2 pre´sente les distances entre les bancs me´moire de la machine 20-core Xeon.
Le nombre 10, correspondant a` la distance d’acce`s au banc me´moire local est indicatif, il ne
repre´sente pas de couˆt re´el. La distance d’acce`s au banc me´moire distant est a` diviser par la
distance de re´fe´rence pour donner un facteur NUMA de 2. Ce qui indique que le couˆt d’acce`s
au banc distant sera deux fois plus e´leve´ que sur le banc local.
Le tableau 7.3 pre´sente les distances entre les bancs me´moire de la machine 64-core Xeon.
La distance de re´fe´rence est aussi note´e 10. Le facteur NUMA d’acce`s aux bancs distants varie
de 1.3 a` 4.8. Il est facile d’identifier sur cette table les bancs regroupe´s au sein d’une meˆme
groupe. Le temps d’acce`s au banc distant d’un groupe n’est multiplie´ que par 1.3 tandis que
les autres bancs sont au minimum a` 4 de distance.
banc 0 1
0 10 20
1 20 10
Table 7.2 – Facteurs NUMA de la machine 20-core Xeon
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banc 0 1 2 3 4 5 6 7
0 10 13 40 40 40 40 48 48
1 13 10 40 40 40 40 48 48
2 40 40 10 13 48 48 40 40
3 40 40 13 10 48 48 40 40
4 48 48 10 13 40 40 40 40
5 48 48 13 10 40 40 40 40
6 48 48 40 40 40 40 10 13
7 48 48 40 40 40 40 13 10
Table 7.3 – Facteurs NUMA de la machine 64-core Xeon
7.2 Re´sultats nume´riques
7.2.1 Machines a` un nœud ccNUMA
Nœud classique 20-core Xeon
Les premiers tests concernent la configuration classique 20-core Xeon. La Fig. 7.2 pre´sente
les diffe´rents speedup obtenus sur les maillages grossier, 7.2(a) et fin, 7.2(b). Pour une gra-
nularite´ similaire au code MPI, en rouge trait plein, il n’y a pas de gain. Plus la granularite´
diminue, plus le gain est significatif, jusqu’a` une certaine limite. Par exemple pour une gra-
nularite´ correspondant a` 16 subdivisions de chaque sous-domaine initial, le speedup est moins
bon que pour une granularite´ 8 et meˆme 4 sur 20 cœurs CPU sur le maillage grossier.
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Figure 7.2 – Speedup sur 20-core Xeon, pour diffe´rentes granularite´s
La Fig. 7.3 re´sume les re´sultats obtenus avec la meilleure granularite´ pour chaque expe´rience.
Le speedup est pre´sente´ Fig. 7.3(a) et l’efficacite´ Fig. 7.3(b). Le code MPI a une efficacite´
de´croissante au fur et a` mesure que le nombre de cœurs CPU augmente. A` l’inverse, le code
utilisant PaRSEC produit une efficacite´ constante, tre`s proche de 1, ce qui traduit une uti-
lisation ade´quate des ressources disponibles. Les courbes de´crochent pour 20 cœurs CPU, ce
qui est a` imputer en partie au facteur NUMA de 2 qui intervient dans ce cas pre´cis.
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Figure 7.3 – Re´sultats 20-core Xeon, meilleur speedup et efficacite´
Nœud atypique 64-core Xeon
Les tests concernent maintenant la configuration plus atypique 64-core Xeon. Nous rap-
pelons que sur cette machine le facteur NUMA atteint un maximum de 4.8. L’utilisation des
virtual processes (VP) de PaRSEC est alors incontournable. La Fig. 7.4 illustre cela sur un
e´chantillon des re´sultats obtenus sur le maillage fin avec un nombre de processeurs variant
de 16 a` 48, soit un nombre de bancs NUMA variant de 2 a` 6. La figure de gauche 7.4(a) ne
diffe´rencie pas les bancs NUMA et conside`re la me´moire partage´e a` e´gale distance des cœurs.
Cela conduit a` des speedup infe´rieurs a` 1, traduisant un code plus long que l’imple´mentation
d’origine en MPI. En effet, l’option numactl − localalloc permet a` une exe´cution MPI de ne
pas eˆtre impacte´e par le facteur NUMA. La figure de droite 7.4(b) repre´sente les re´sultats sur
le meˆme maillage fin, obtenus en utilisant un nombre de VP e´gal au nombre de bancs NUMA.
Dans cette configuration, nous retrouvons le comportement observe´ sur la configuration 20-
core Xeon, a` savoir un speedup qui augmente lorsque la granularite´ des taˆches diminue.
La Fig. 7.5 re´sume les re´sultats obtenus avec la meilleure granularite´ pour chaque expe´rience,
sur les maillages fin et grossier. Le nombre de cœurs varie de 1 a` 64, soit un nombre de bancs
NUMA variant de 1 a` 8. Les speedup du maillage fin (barres vertes traits pointille´s) montrent
un gain quel que soit le nombre de processeurs, ainsi qu’une efficacite´ excellente jusqu’a` 32
cœurs et qui de´croit le´ge`rement a` 64 cœurs. Pour le maillage grossier par contre, les speedup
(barres rouges traits pleins) deviennent infe´rieurs a` 1 a` partir de 16 cœurs, ce qui se ve´rifie
sur les courbes d’efficacite´ qui deviennent moins bonnes que l’imple´mentation de re´fe´rence a`
partir de 16 cœurs. Cela s’explique par la taille du maillage qui produit des sous-domaines
trop petits lorsque la granularite´ est fine, conduisant a` un surcouˆt de traitement plus impor-
tant que le temps de calcul effectif des taˆches.
Ces re´sultats sont obtenus avec l’utilisation des virtual processes (VP) de PaRSEC. Chaque
processeur, correspondant a` 8 cœurs CPU, forme un VP, assurant une distinction entre le banc
de me´moire local et les banc distants. Le vol de taˆche est ici limite´ au pe´rime`tre de chaque VP.
(La Fig. 7.4 pre´sente les re´sultats obtenus sur le maillage fin avec un nombre de processeurs
variant de 16 a` 48 en n’utilisant qu’un seul VP, c’est-a`-dire en autorisant le vol de taˆches sur
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Figure 7.4 – De´tails de re´sultats avec le maillage fin sur 64-core Xeon pour la prise en compte
des facteurs NUMA
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Figure 7.5 – Re´sultats 64-core Xeon, meilleur speedup et efficacite´
tous les bancs me´moire. Cette fois les performances sont dans tous les cas moins bonnes que le
code de re´fe´rence, jusqu’a` atteindre un speedup re´dhibitoire de 0.3, soit un temps d’exe´cution
multiplie´ par 3.) Le changement de granularite´ seul n’aide pas suffisamment pour combler les
facteurs NUMA.
La Fig. 7.6 reprend l’exemple d’exe´cution sur 32 cœurs CPU du chapitre 4. Les traces
repre´sentent les temps d’activite´ et d’inactivite´ des ressources. Les taˆches de calculs du vecteur
vitesse et du tenseur des contraintes sont repre´sente´es en orange et rouge respectivement. Le
gris clair met en e´vidence les temps d’attente, notamment dans le code MPI, Fig. 7.6(a), ou`
la re´partition de charge n’est pas parfaite. La Fig. 7.6(b) correspond a` une granularite´ divise´e
par 6 par rapport au code MPI. Il n’y a presque plus de temps d’attente par rapport au cas
MPI et la partie en gris fonce´ illustre le temps gagne´.
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(a) code MPI (b) code PaRSEC
Figure 7.6 – Comparaison de traces d’exe´cution sur 32 cœurs, MPI et PaRSEC, a` la meˆme
e´chelle de temps (la partie gris fonce´ de la figure (b) correspond au gain)
7.2.2 Coprocesseur Intel Xeon Phi
Le second type d’architecture machine a` me´moire partage´e concerne la configuration
many-cœurs Xeon Phi. Ce coprocesseur offre 244 threads pour 61 cœurs CPU. Comme un
thread est de´die´ a` la gestion des interactions avec le nœud hoˆte (voir [JR13]), les expe´riences
se bornent a` 60 cœurs CPU, soit 240 threads. De plus, les re´sultats sont affiche´s en fonction
du nombre de threads de telle sorte que, de 1 a` 60, un thread est attribue´ a` chaque cœur CPU,
puis l’hyperthreading est active´, seulement par 2 jusqu’a` 120 threads, et par 4 jusqu’a` 240.
Ce qui signifie par exemple pour 120 threads que chaque cœur CPU est partage´ par 2 threads.
La Fig. 7.7 regroupe les diffe´rents speedup obtenus en faisant varier la granularite´, sur
les deux maillages, grossier en 7.7(a) et fin en 7.7(b). En gardant la granularite´ du code
MPI, courbe rouge trait plein, le gain est nul, excepte´ sur 240 threads, ce que nous n’avons
pas e´tudie´ en de´tails. L’utilisation de PaRSEC offre ici un gain inte´ressant, jusqu’a` 1, 6 de
speedup pour 60 cœurs. La diminution de la granularite´ permet de meilleures performances,
jusqu’a` une certaine limite. En pre´sence d’hyperthreading, c’est meˆme la plus grande granu-
larite´ (mais toujours plus fine que le code MPI) qui occasionne le plus fort gain. Une fois de
plus, nous n’avons pas regarde´ en de´tails le comportement a` 240 threads. L’hyperthreading
est un proble`me a` part entie`re et tous les codes ne se comportent pas de la meˆme manie`re en
l’utilisant. Ce sont donc les re´sultats jusqu’a` 60 threads qui nous inte´ressent davantage. Nous
avons ne´anmoins de´cide´ de laisser l’ensemble des re´sultats, ce qui montre par ailleurs qu’avec
l’hyperthreading, l’utilisation de PaRSEC reste be´ne´fique sur Intel Xeon Phi.
La Fig. 7.8 re´sume les re´sultats obtenus avec la meilleure granularite´ pour chaque expe´rience.
Le speedup est pre´sente´ Fig. 7.8(a) et l’efficacite´ Fig. 7.8(b). Le code MPI a une efficacite´
de´croissante au fur et a` mesure que le nombre de cœurs CPU augmente, jusqu’a` 60 threads.
A` l’inverse, le code utilisant PaRSEC produit une efficacite´ constante, tre`s proche de 1, ce qui
traduit une utilisation ade´quate des ressources disponibles. L’ensemble des courbes de´croche
se´ve`rement apre`s 60 threads, ce qui est normal car la formule applique´e ne tient pas compte
de l’hyperthreading.
En effet, cette efficacite´ est mesure´e par rapport au temps d’un thread disposant d’un
cœur CPU pour lui seul. Or, l’hyperthreading signifie que plusieurs threads se partagent
un cœur CPU. Il convient donc de mesurer l’efficacite´ relative a` l’hyperthreading, c’est-a`-
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Figure 7.7 – Speedup sur Xeon Phi, pour diffe´rentes granularite´s
dire par rapport au temps que mettent 2 threads sur un cœur puis 4 threads sur un cœur.
La tableau 7.4 pre´sente cette efficacite´ relative. Le premier nombre correspond au maillage
grossier et le second au maillage fin. Pour 120 threads, l’efficacite´ du code base´ sur PaRSEC
reste bien supe´rieure au code de re´fe´rence MPI et toujours proche de 1. Pour 240 threads par
contre, les efficacite´s sont de´grade´es pour les deux codes, avec toutefois un le´ger avantage a`
la configuration utilisant PaRSEC.
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Figure 7.8 – Re´sultats Xeon Phi, meilleur speedup et efficacite´
Nombre de threads
MPI PaRSEC
maillage grossier maillage fin maillage grossier maillage fin
120 0.66 0.71 0.80 0.91
240 0.53 0.80 0.62 0.84
Table 7.4 – Efficacite´ relative a` l’hyperthreading pour la machine Xeon Phi
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7.3 Prochaines e´tapes
Le projet est toujours en cours de de´veloppement, avec des objectifs a` court terme et a`
moyen terme. Ce dernier point concerne les optimisations du JDF de la description du graphe
de taˆches, comme par exemple, l’ajout de priorite´s ou de poids sur les taˆches, le change-
ment d’heuristiques pour l’ordonnancement, . . . Les autres points se focalisent essentiellement
sur l’adressage de l’architecture machine a` me´moire distribue´e et l’utilisation de´tourne´e de
l’hyperthreading des coprocesseurs Intel Xeon Phi.
Architectures a` me´moire distribue´e
Le choix d’adresser en premier lieu les architectures machines a` me´moire partage´e est
clairement lie´ au souhait d’utiliser les coprocesseurs many-cœurs mais aussi parce que ces
architectures sont plus simples a` conside´rer. Cependant, les choix de de´veloppement tels que la
description du JDF ou la construction des VP, ont e´te´ ge´ne´ralise´s pour les deux architectures,
me´moire partage´e et distribue´e. Ceci devrait limiter le temps ne´cessaire au portage du code
pour les machines a` me´moire distribue´e.
De plus, la subdivision des sous-domaines qui sert a` faire diminuer la granularite´ est pre´vue
pour un nombre quelconque de sous-subdivisions. Ainsi, chaque sous-domaine de la premie`re
subdivision est associe´ a` un nœud. Puis une deuxie`me subdivision re´partit la charge de tra-
vail sur les ressources disponibles au sein de chaque nœud. Enfin, une troisie`me subdivision
permet a` chaque ressource d’avoir plusieurs sous-domaines a` traiter, favorisant une gestion
performante par un support d’exe´cution.
Hyperthreading des Intel Xeon Phi
L’hyperthreading est une capacite´ permettant dans certains cas un gain de performance.
Comme le nombre de ressources physiques reste le meˆme, tous les codes n’en profitent pas.
Pour cette raison, PaRSEC envisage d’utiliser l’hyperthreading pour ame´liorer les transferts
de donne´es locaux et distants plutoˆt que pour ajouter des ressources virtuelles pour du calcul.
Ce qui peut occasionner un effet inverse en augmentant le temps d’exe´cution.
Chaque cœur CPU dispose d’un cache L2 propre mais il n’y a pas de cache L3 partage´
comme sur les cœurs CPU classiques. De plus, les mouvements de donne´es entre ces caches
se font a` travers un anneau bidirectionnel tre`s rapide, ce qui bouleverse les techniques d’op-
timisations classiques. Pour cela, il n’est pas toujours efficace d’utiliser des virtual processes
lors de l’adressage d’un coprocesseur Intel Xeon Phi, comme dans notre cas par exemple.
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L’e´volution des supercalculateurs a suivi la loi de Moore au prix d’une complexification des
architectures : multi-processeurs et hyperthreading au de´but des anne´es 2000, acce´le´rateurs
GPU et coprocesseurs a` la fin des anne´es 2000. Quant a` l’avenir, les processeurs s’orientent
de´ja` vers une architecture many-cœurs pour relever le de´fi de l’exascale en 2020. Cela conduit
a` des machines compose´es de diffe´rentes unite´s de calcul, posse´dant chacune leurs propres
niveaux de me´moires, formant ce que l’on appelle l’he´te´roge´ne´ite´. La proble´matique vient
du fait qu’il est difficile pour un programmeur d’optimiser un code informatique exploitant
efficacement ces machines. En effet, il faut re´partir intelligemment le travail sur les ressources
disponibles, qui n’ont pas toutes les meˆmes capacite´s, tout en se chargeant des transferts
me´moires distants et des optimisations de me´moire cache. Cela demande beaucoup de temps
et s’ave`re le plus souvent tre`s de´pendant de la machine cible´e, rendant le code non-portable.
Les bibliothe`ques d’alge`bre line´aire sont tre`s utilise´es en simulation nume´rique et sur tous
les types de machines. Pour conserver un code portable, tout en exploitant efficacement les
machines he´te´roge`nes, certaines d’entre-elles ont opte´ pour le paradigme de paralle´lisme a`
base de taˆches. Dans ce mode`le, le flot d’exe´cution est de´crit dans un arbre de taˆches dont
les nœuds repre´sentent les fonctions et les areˆtes sont les de´pendances de donne´es entre ces
fonctions. Il n’y a plus de re´fe´rence directe a` l’architecture sous-jacente, comme dans un
pseudo-code mathe´matique.
L’exe´cution d’un programme a` base de taˆches a vocation a` eˆtre supporte´e par un moteur
d’exe´cution. Son roˆle est d’orchestrer la re´alisation des taˆches en respectant leurs de´pendances.
Pour eˆtre efficace, un support d’exe´cution se sert de politiques d’ordonnancement statiques
ou dynamiques. Certains se chargent e´galement des transferts me´moires distants et peuvent
aussi adresser des acce´le´rateurs. C’est le cas de PaRSEC, de´veloppe´ a` l’(Innovative Compu-
ting Laboratory, University of Tennessee, USA) par l’e´quipe de George BOSILCA. C’est un
exemple de support d’exe´cution polyvalent, stable et mature.
Le code de propagation des ondes DIVA de Total repose sur une discre´tisation par la
me´thode d’e´le´ments finis DG associe´e a` une sche´ma en temps Leap-Frog. Nous travaillons
avec la formulation du premier ordre qui fait apparaˆıtre deux variables, le vecteur vitesse et
le tenseur des contraintes. Le fait que des matrices de masses DG sont diagonales par blocs
permet d’e´crire le syste`me matriciel sous une forme quasi-explicite (une inversion de matrice
locale restant a` faire a` l’initialisation).
L’algorithme du pseudo-code paralle`le est base´ sur une de´composition de domaines. Dans
l’imple´mentation initiale, reposant sur le paradigme par passage de message de la bibliothe`que
MPI, le nombre de sous-domaines est alors e´gal au nombre de processus MPI, c’est-a`-dire au
nombre d’unite´s de calculs CPU. A` chaque ite´ration, comme la mise a` jour d’une variable
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de´pend de l’autre variable, les calculs sont effectue´s dans deux boucles diffe´rentes sur les
sous-domaines, une par variable, chacune apre`s une e´tape de communication des donne´es a`
l’interface des sous-domaines.
Un avantage de la me´thode DG est de pouvoir repre´senter des zones de calcul avec plus
ou moins de degre´s de liberte´. Cela conduit a` des maillages he´te´roge`nes ou` la taille des
variables est diffe´rente selon les mailles. Il est possible de calculer le nombre exact d’ope´rations
dans chaque sous-domaine mais cela ne donne pas le temps exact des calculs qui de´pend des
capacite´s des ressources informatiques. Nous avons illustre´ ce proble`me d’e´quilibrage de charge
pour le code DIVA ainsi que la de´croissance de son efficacite´ paralle`le.
La solution que nous avons propose´e est de changer le paradigme de paralle´lisme en choi-
sissant la programmation a` base de taˆches. La faisabilite´ d’un tel portage, pour un code a`
l’e´chelle industrielle, restait a` de´montrer. Dans le cadre du partenariat DIP, nous avons pro-
fite´ de la venue de George BOSILCA pour mener ce projet en collaboration et nous avons
donc choisi le support d’exe´cution PaRSEC. Nous avons ainsi contribue´ e´galement a` son
de´veloppement en ame´liorant la prise en charge des codes en Fortran.
Nous avons commence´ par e´crire le graphe de taˆches associe´ au code DIVA. Chaque
e´tape de calculs ame`ne deux taˆches de mise a` jour des variables. Il n’y a plus de notion de
communication mais il faut ne´anmoins pre´parer les donne´es a` transmettre avec les autres
sous-domaines et re´partir les donne´es qui proviennent de ces derniers. Cela cre´e un nombre de
taˆches par ite´ration e´gal a` quatre fois le nombre de sous-domaines voisins par sous-domaine.
Nous avons ensuite de´crit ces taˆches suivant un mode`le parame´tre´ et plus spe´cifiquement en
JDF (Job Data Flow), l’extension propre de PaRSEC pour la description des taˆches. Il faut et
il suffit de de´crire pour chaque donne´e de chaque taˆche, la donne´e et la taˆche en provenance
et la donne´e et la taˆche en destination. Le mode de traitement de ces donne´es est aussi a`
pre´ciser : lecture, e´criture ou lecture-e´criture. Cela permet d’optimiser l’ordonnancement qui
respecte la cohe´rence des donne´es.
Enfin, nous avons diminue´ la granularite´ des taˆches en les rendant plus petites. Pour
cela nous avons modifie´ la de´composition de domaines pour ajouter une e´tape de subdivision
supple´mentaire. Ceci nous a permis de garder une certaine localite´ des sous-domaines. En
effet, il y a maintenant plus de sous-domaines que d’unite´s de calcul et chaque unite´ a` une
pre´fe´rence pour un groupe de sous-domaine contigus. La granularite´ fine exhibe plus de pa-
ralle´lisme et, associe´e au vol de taˆches, permet au support d’exe´cution d’optimiser l’ordre de
re´alisation des taˆches. Nous avons illustre´ ces points cle´s sur un processeur, sur lequel nous
avons de´ja` obtenu un gain par rapport au code initial.
Nous avons de´montre´ la portabilite´ des performances du code DIVA en taˆches sur des
architectures particulie`res, comme des machines ccNUMA (cache coherent Non-Uniform Me-
mory Access) ou des coprocesseurs Intel Xeon Phi. L’e´tude expe´rimentale a montre´ que les
meilleurs re´sultats sont obtenus avec une granularite´ beaucoup fine que celle du code d’origine.
– Pour la machine ccNUMA, la difficulte´ vient du facteur NUMA qui correspond au couˆt
d’acce`s variable a` la me´moire locale dispose´e en bancs. Pour cela nous avons utilise´
les virtual processes de PaRSEC qui permettent d’agre´ger virtuellement des unite´s de
calculs pour y de´finir une priorite´ de traitement. Nous avons ainsi obtenu un speedup
par rapport au code initial et une efficacite´ paralle`le qui reste proche de 1 et qui de´croˆıt
le´ge`rement pour 64 cœurs.
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– Pour le coprocesseur Intel Xeon Phi, les performances the´oriques maximales reposent
sur l’utilisation pousse´e de l’hyperthreading. Nous ne savons pas si le code DIVA peut ti-
rer profit de ce mode d’exe´cution. Sans l’hyperthreading, c’est-a`-dire jusqu’a` 60 threads,
nous avons obtenu un speedup inte´ressant par rapport au code initial et une effica-
cite´ paralle`le qui reste tre`s proche de 1. Avec l’hyperthreading, nous avons e´galement
obtenu un speedup mais moins important et une efficacite´ paralle`le (relative) qui de´croˆıt.
Ces travaux ont e´te´ pre´sente´s dans plusieurs confe´rences internationales : YIC ECCO-
MAS2014, IEEE HPCC2014 et EAGE HPC2014 notamment. Un re´sume´ a e´te´ accepte´ pour
publication : [BBAC14]. D’un point de vue industriel, ce travail a permis de de´montrer l’ef-
ficacite´ de la programmation a` base de taˆches aussi bien en terme de productivite´ que de
performance et Total envisage de porter d’autres codes sur ce paradigme.
Pour aller plus loin, il reste a` conside´rer en premier lieu des architectures a` me´moire
distribue´e. Pour cela, quelques modifications restent a` apporter mais le travail de´ja` effectue´
sur la subdivision du maillage ou l’utilisation des virtual processes a e´te´ ge´ne´ralise´ pour
prendre en compte un niveau supple´mentaire de hie´rarchie me´moire. Nous aimerions comple´ter
l’illustration de la portabilite´ du code DIVA en taˆches et e´tudier son passage a` l’e´chelle sur
beaucoup plus de cœurs.
Il nous semble par ailleurs inte´ressant de faire une e´tude de l’impact ge´ne´ral des conditions
aux limites sur un code paralle`le dans un contexte HPC. La comparaison peut alors eˆtre faite
sur les diffe´rentes conditions aux limites classiquement utilise´es mais aussi sur leurs compor-
tements selon l’imple´mentation choisie, en MPI ou en taˆches. Nous envisageons e´galement de
mieux revoir la prise en compte de l’hyperthreading afin d’augmenter l’efficacite´ du code sur
les architectures many-cœurs.
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Annexe A
Annexes a` la partie I
A.1 Rotation des matrices d’e´lasticite´ anisotrope
L’anisotropie TTI est une inclinaison par les angles (1.23) de l’anisotropie VTI, voir
Fig. 1.4. La matrice d’e´lasticite´ TTI exprime´e dans le repe`re d’orthotropie (e˜1, e˜2, e˜3) est
simplement VTI. De la`, il est possible de formuler une premie`re rotation suivant un des axes
du repe`re d’orthotropie, puis une seconde rotation pour se retrouver dans le repe`re carte´sien
(e1, e2, e3).
L’axe e˜2 fait partie du plan (e1, e2). La rotation selon l’angle dip θ = ̂(e3, e˜3) dans le
plan (e˜1, e˜3) s’e´crit par la matrice de passage du repe`re d’orthotropie (e˜1, e˜2, e˜3) au repe`re
(P12e˜3, e˜2, e3) :
Mθ =

cos2 θ 0 sin2 θ −2 cos θ sin θ 0 0
0 1 0 0 0 0
sin2 θ 0 cos2 θ 2 cos θ sin θ 0 0
cos θ sin θ 0 − cos θ sin θ cos2 θ − sin2 θ 0 0
0 0 0 0 − sin θ cos θ
0 0 0 0 cos θ sin θ
 (A.1)
ou` P12 est la projection dans le plan d’axes (e1, e2).
Puis, la rotation selon l’angle azimut φ = ̂(e1, P12e˜3) dans le plan (e1, e2) s’e´crit par la
matrice de passage du repe`re (P12e˜3, e˜2, e3) au repe`re carte´sien (e1, e2, e3) :
Mφ =

cos2 φ sin2 φ 0 0 0 −2 cosφ sinφ
sin2 φ cos2 φ 0 0 0 2 cosφ sinφ
0 0 1 0 0 0
0 0 0 cosφ sinφ 0
0 0 0 − sinφ cosφ 0
cosφ sinφ − cosφ sinφ 0 0 0 cos2 φ− sin2 φ
 (A.2)
La matrice d’e´lasticite´ TTI est le re´sultat du produit de la matrice d’e´lasticite´ VTI par
les matrices de passage Mθ et Mφ, selon la formule :
MφMθCV TIM
T
θ M
T
φ
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A.2 Code MapleTM pour les valeurs propres et vecteurs propres
VTI 2D
#############################################################
# De´termination des valeurs propres et des vecteurs propres #
# pour les ondes e´lastiques en VTI 2D. #
#############################################################
####################
# valeurs propores #
####################
# structure de la matrice de l’EDO en W
restart;
with(LinearAlgebra);
M:= Matrix([[0,0,-1,0], [0,0,0,-1], [a,0,0,c], [0,b,d,0]]);
eVal:=Eigenvalues(M):
# valeurs propres calcule´es
lp:=eVal(1);
# = (1/2)*sqrt(-2*b+2*d*c-2*a+2*sqrt(b^2-2*b*d*c-2*a*b+d^2*c^2-2*d*a*c+a^2))
ls:=eVal(3);
# = (1/2)*sqrt(-2*b+2*d*c-2*a-2*sqrt(b^2-2*b*d*c-2*a*b+d^2*c^2-2*d*a*c+a^2))
# sachant
a:=(rho*omega^2-xi^2*C66)/C11;
b:=(rho*omega^2-xi^2*C33)/C66;
c:=-I*xi*(C13+C66)/C11;
d:=-I*xi*(C13+C66)/C66;
# Notre proposition de valeurs propres
test_lp:=sqrt(alpha*xi^2+beta*rho*omega^2\\
+sqrt(gam*xi^4+eta*rho*omega^2*xi^2+nu*rho^2*omega^4));
test_ls:=sqrt(alpha*xi^2+beta*rho*omega^2\\
-sqrt(gam*xi^4+eta*rho*omega^2*xi^2+nu*rho^2*omega^4));
# sachant
alpha:=-(C13^2-C11*C33+2*C13*C66)/(2*C11*C66);
beta:=-(C11+C66)/(2*C11*C66);
gam:=alpha^2-C33/C11;
eta:=2*alpha*beta+(C33+C66)/(C11*C66);
nu:=((C11-C66)/(2*C11*C66))^2;
## Ve´rification par identification
# premie`re partie de la racine carre´e
simplify((alpha*xi^2+beta*rho*omega^2)-(-2*b+2*d*c-2*a)/4);
# = 0
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#deuxie`me partie de la racine carre´e test_lp-lp
simplify((gam*xi^4+eta*rho*omega^2*xi^2+nu*rho^2*omega^4)\\
-(b^2-2*b*d*c-2*a*b+d^2*c^2-2*d*a*c+a^2)/4);
# = 0
#####################
# vecteurs propores #
#####################
# structure de la matrice de l’EDO en W
restart;
with(LinearAlgebra);
M:= Matrix([[0,0,-1,0], [0,0,0,-1], [a,0,0,c], [0,b,d,0]]);
l,L:=Eigenvectors(M):
lp:=l(1):
ls:=l(3):
# Soient
Xp:=-I*xi*(-c*b/(lp^2*(b+ls^2)));
Xs:=-c*b/((I*xi)*(b+lp^2));
# ou encore
# Xs:=-c*b/((I*xi)*(a-c*d+ls^2));
# Notre proposition de matrice de vecteurs propres
L2:=Matrix([[-Xp/(I*xi),-Xp/(I*xi),Xs*I*xi/ls^2,Xs*I*xi/ls^2],[-1/lp,1/lp,-1/ls,1/ls],\\
[Xp*lp/(I*xi),-Xp*lp/(I*xi),-Xs*I*xi/ls,Xs*I*xi/ls],[1,1,1,1]]);
## Ve´rification
simplify(L-L2);
# = 0
####
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A.3 Code MapleTM pour la simplification a` l’ordre 0 d’un
syste`me
#########################################################
# Simplification a` l’ordre 0 autour de x^2=xi^2/omega^2 #
# de sxx = C11*(A*Xp*lp^2-B*Xs*I*xi*ls)-I*xi*C13*vz #
# et sxz = C66*(-Ax*I*xi*lp+Bx*ls^2)-I*xi*C66*vx #
#########################################################
### constantes du syste`me
a := (rho*omega^2-xi^2*C66)/C11;
b := (rho*omega^2-xi^2*C33)/C66;
c := -I*xi*(C13+C66)/C11;
d := -I*xi*(C13+C66)/C66;
### valeurs propres
# qui peuvent se re´e´crire directement
lp := -I*omega*sqrt(-alpha*x^2-beta*rho-sqrt(gam*x^4+eta*rho*x^2+nu*rho^2));
ls := -I*omega*sqrt(-alpha*x^2-beta*rho+sqrt(gam*x^4+eta*rho*x^2+nu*rho^2));
### facteurs
Xp := -I*xi*(-c*b/(lp^2*(b+ls^2)));
Xs := -c*b/((I*xi)*(b+lp^2));
A := (-ls*vx-I*xi*Xs*vz)/(Xs*xi^2-Xp*ls*lp);
B := (-I*xi*vx+Xp*lp*vz)/(Xs*xi^2-Xp*ls*lp);
# on isole les parties portant sur v_x et sur v_z
Ax:=eval(A,[vx=1,vz=0]);
Bx:=eval(B,[vx=1,vz=0]);
Az:=eval(A,[vx=0,vz=1]);
Bz:=eval(B,[vx=0,vz=1]);
### systeme a` simplifier, de´compose´ en x et z
sxx_x:=C11*(-Ax*Xp*lp^2-Bx*Xs*I*xi*ls):
sxx_z:=C11*(-Az*Xp*lp^2-Bz*Xs*I*xi*ls)-I*xi*C13:
sxz_x:=C66*(-Ax*I*xi*lp+Bx*ls^2):
sxz_z:=C66*(-Az*I*xi*lp+Bz*ls^2):
### marche a` suivre pour reproduire les re´sultats
# pour plus de maniabilite´ dans Maple, l’e´tude est fairte terme par terme
# puis ces termes sont copier-coller en remplac¸ant xi^2/omega^2 par x^2
# enfin, la fonction "taylor(...,x,1)" est appele´e sur chaque composante
# il suffit ensuite de faire la somme des deux composantes puis d’e´valuer :
# "eval(...,[beta=-(C11+C66)/(2*C11*C66),nu=((C11-C66)/(2*C11*C66))^2])"
# sans oublier les hypothe`se physiques "assuming C11>0, C66>0, C11>C66"
### sxx_x
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# garder -I*omega en facteur
sxx_x_1:=C11*(-Ax*Xp*lp^2);
sxx_x_2:=C11*(-Bx*Xs*I*xi*ls);
# = sqrt(rho)*I*omega*sqrt(C11)
### sxx_z
# garder I*xi en facteur
sxx_z_1:=C11*(-Az*Xp*lp^2);
sxx_z_2:=C11*(-Bz*Xs*I*xi*ls);
# -I*xi*C13
# = I*xi*(C13+C66)*(C11-sqrt(C66)*sqrt(C11))/(C11-C66)-I*xi*C13
### sxz_x
# garder -I*omega^2/xi en facteur
sxz_x_1:=C66*(-Ax*I*xi*lp);
sxz_x_2:=C66*(Bx*ls^2);
# -I*xi*C66
# = 0-I*xi*C66
### sxz_z
# garder -I*omega en facteur
sxz_z_1:=C66*(-Az*I*xi*lp);
sxz_z_2:=C66*(Bz*ls^2);
# = sqrt(rho)*I*omega*sqrt(C66)
####
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A.4 Code MapleTM pour les coefficients de re´flexion VTI 2D
###############################################
# Coefficient de re´flexion pour la CLA VTI 2D #
###############################################
###########
# ondes P #
###########
restart;
### de´composition du champ total
VecI := Vector([X*kx,Z*kz]):
Vec_i := Vector([VecI(1), VecI(2)]):
Vec_i := subs([kx = kx_i, kz = kz_i], Vec_i):
Vec_j := Vector([-VecI(2), VecI(1)]):
Vec_j := subs([kx = kx_j, kz = kz_j], Vec_j):
### e´quation sur le bord VTI
U := VecI+Aii*Vec_i+Aij*Vec_j:
dxU := kx*VecI+kx_i*Aii*Vec_i+kx_j*Aij*Vec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii*Vec_i+kz_j*Aij*Vec_j:
E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2),C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
B := Vector([rho*kappa*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii, Aij}):
assign(%):
### force CLA isotrope
U := VecI+Aii_iso*Vec_i+Aij_iso*Vec_j:
dxU := kx*VecI+kx_i*Aii_iso*Vec_i+kx_j*Aij_iso*Vec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii_iso*Vec_i+kz_j*Aij_iso*Vec_j:
E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2),C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
B := Vector([rho*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_iso, Aij_iso}):
assign(%):
### parame`tres
X:=sqrt(kappa^2*Vp^2-Vs^2):
Z:=sqrt(Vp^2-Vs^2):
C11:=rho*kappa^2*Vp^2:
C66:=rho*Vs^2:
C13:=rho*X*Z-rho*Vs^2:
### rapport k/w
kx:=cos(theta)/(kappa*Vp):
kx_i:=-cos(theta)/(kappa*Vp):
kx_j:=-sqrt(1/Vs^2-(sin(theta)^2)/(Vp^2)):
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kz:=sin(theta)/Vp:
kz_i:=kz:
kz_j:=kz:
App := eval(Aii): Aps := eval(Aij):
App_iso := eval(Aii_iso): Aps_iso := eval(Aij_iso):
‘assuming‘([simplify(taylor(App, theta = 0, 3))], [Vs::positive]);
‘assuming‘([simplify(taylor(App_iso, theta = 0, 3))], [Vs::positive]);
‘assuming‘([simplify(taylor(Aps, theta = 0, 3))], [Vs::positive]);
### figure
App_VTI:=eval(abs(App), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
App_VTI_iso:=eval(abs(App_iso), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
App_ref_iso:=eval(abs(App), [kappa = 1, Vp = 3000, Vs = 1750]):
plot([App_VTI, App_VTI_iso, App_ref_iso], theta = 0 .. (1/2)*Pi, linestyle = [1, 3, 4]);
Aps_VTI:=eval(abs(Aps), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Aps_VTI_iso:=eval(abs(Aps_iso), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Aps_ref_iso:=eval(abs(Aps), [kappa = 1, Vp = 3000, Vs = 1750]):
plot([Aps_VTI, Aps_VTI_iso, Aps_ref_iso], theta = 0 .. (1/2)*Pi, linestyle = [1, 3, 4]);
###########
# ondes S #
###########
restart;
### de´composition du champ total
VecI := Vector([-Z*kz,X*kx]):
Vec_i := Vector([VecI(1), VecI(2)]):
Vec_i := subs([kx = kx_i, kz = kz_i], Vec_i):
Vec_j := Vector([-VecI(2), VecI(1)]):
Vec_j := subs([kx = kx_j, kz = kz_j], Vec_j):
### e´quation sur le bord VTI
U := VecI+Aii*Vec_i+Aij*Vec_j:
dxU := kx*VecI+kx_i*Aii*Vec_i+kx_j*Aij*Vec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii*Vec_i+kz_j*Aij*Vec_j:
B := Vector([rho*kappa*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):
E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2),C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii, Aij}):
assign(%):
### force CLA isotrope
U := VecI+Aii_iso*Vec_i+Aij_iso*Vec_j:
dxU := kx*VecI+kx_i*Aii_iso*Vec_i+kx_j*Aij_iso*Vec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii_iso*Vec_i+kz_j*Aij_iso*Vec_j:
B := Vector([rho*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_iso, Aij_iso}):
assign(%):
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### parame`tres
X:=sqrt(kappa^2*Vp^2-Vs^2):
Z:=sqrt(Vp^2-Vs^2):
C11:=rho*kappa^2*Vp^2:
C66:=rho*Vs^2:
C13:=rho*X*Z-rho*Vs^2:
### rapports k/w
kx:=cos(theta)/Vs:
kx_i:=-cos(theta)/Vs:
kx_j:=-sqrt(1/(kappa^2*Vp^2)-(sin(theta)^2)/(kappa^2*Vs^2)):
kz:=sin(theta)/Vs:
kz_i:=kz:
kz_j:=kz:
Ass := eval(Aii): Asp := eval(Aij):
Ass_iso := eval(Aii_iso): Asp_iso := eval(Aij_iso):
‘assuming‘([simplify(taylor(Ass, theta = 0, 3))], [Vp::positive,kappa::positive]);
‘assuming‘([simplify(taylor(Asp, theta = 0, 3))], [Vp::positive,kappa::positive]);
### figure
Ass_VTI:=eval(abs(Ass), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Ass_VTI_iso:=eval(abs(Ass_iso), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Ass_ref_iso:=eval(abs(Ass), [kappa = 1, Vp = 3000, Vs = 1750]):
plot([Ass_VTI, Ass_VTI_iso, Ass_ref_iso], theta = 0 .. (1/2)*Pi, linestyle = [1, 3, 4]);
Asp_VTI:=eval(abs(Asp), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Asp_VTI_iso:=eval(abs(Asp_iso), [kappa = sqrt(1.5), Vp = 3000, Vs = 1750]):
Asp_ref_iso:=eval(abs(Asp), [kappa = 1, Vp = 3000, Vs = 1750]):
plot([Asp_VTI, Asp_VTI_iso, Asp_ref_iso], theta = 0 .. (1/2)*Pi, linestyle = [1, 3, 4]);
####
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A.5 Code MapleTM pour les courbes de lenteur
################################
# Courbes de lenteur en TTI 2D #
################################
restart:
with(LinearAlgebra):
### parame`tres TTI
rho:=1:
Vp:=3000:
Vs:=1800:
epsilon:=0.20:
delta:=0.15:
theta_TTI:=30*Pi/180:
Cvti:=Matrix(3,3):
Cvti[1,1]:=rho*Vp^2*(1+2*epsilon):
Cvti[1,2]:=sqrt(rho^2*(Vp^2-Vs^2)^2+2*delta*Vp^2*rho^2*(Vp^2-Vs^2)) - rho*Vs^2:
Cvti[2,2]:=rho*Vp^2:
Cvti[3,3]:=rho*Vs^2:
### TTI par rotation du VTI
C:=Matrix(3,3):
R := Matrix([[cos(theta_TTI),sin(theta_TTI)],[-sin(theta_TTI),cos(theta_TTI)]]):
V := Matrix([[1,3],[3,2]]):
Cvti[1,3]:=0:
Cvti[2,3]:=0:
Cvti[2,1]:=Cvti[1,2]:
Cvti[3,1]:=Cvti[1,3]:
Cvti[3,2]:=Cvti[2,3]:
for i from 1 to 2 do
for j from 1 to 2 do
for k from 1 to 2 do
for l from 1 to 2 do
temp:=0:
for p from 1 to 2 do
for q from 1 to 2 do
for r from 1 to 2 do
for s from 1 to 2 do
temp:=temp+R[p,i]*R[q,j]*R[r,k]*R[s,l]*Cvti[V[p,q],V[r,s]]:
od;
od;
od;
od;
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C[V[i,j],V[k,l]]:=temp:
od;
od;
od;
od;
### e´quation de dispersion
A:=Matrix(2,2):
A[1,1]:=C[1,1]*x^2+2*C[1,3]*x*y+C[3,3]*y^2:
A[1,2]:=C[1,3]*x^2+(C[3,3]+C[1,2])*x*y+C[2,3]*y^2:
A[2,1]:=A[1,2]:
A[2,2]:=C[3,3]*x^2+2*C[2,3]*x*y+C[2,2]*y^2:
eVal:=Eigenvalues(evalf(A)):
### courbes de lenteur
slow_p:=subs(x=cos(theta),y=sin(theta),sqrt(rho/eVal[1])):
slow_s:=subs(x=cos(theta),y=sin(theta),sqrt(rho/eVal[2])):
plot([slow_p,slow_s],theta=0..2*Pi,coords=polar,scaling=CONSTRAINED,linestyle=[1,3]);
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###############################################
# Coefficient de re´flexion pour la CLA TTI 2D #
###############################################
restart;
rho:=1: Vp:=3000: Vs:=1750: kappa:=sqrt(1.5): alpha:=30*Pi/180:
### parame`tres
X:=sqrt(kappa^2*Vp^2-Vs^2):
Z:=sqrt(Vp^2-Vs^2):
Cvti[1,1]:=Vp^2*kappa^2;
Cvti[1,2]:=X*Z-Vs^2;
Cvti[2,2]:=Vp^2;
Cvti[3,3]:=Vs^2;
C:=Matrix(3,3):
V := Matrix([[1,3],[3,2]]):
R := Matrix([[cos(alpha),-sin(alpha)],[sin(alpha),cos(alpha)]]):
Cvti[1,3]:=0
Cvti[2,3]:=0:
Cvti[2,1]:=Cvti[1,2]:
Cvti[3,1]:=Cvti[1,3]:
Cvti[3,2]:=Cvti[2,3]:
for i from 1 to 2 do
for j from 1 to 2 do
for k from 1 to 2 do
for l from 1 to 2 do
temp:=0:
for p from 1 to 2 do
for q from 1 to 2 do
for r from 1 to 2 do
for s from 1 to 2 do
temp:=temp+R[p,i]*R[q,j]*R[r,k]*R[s,l]*Cvti[V[p,q],V[r,s]]:
od;
od;
od;
od;
C[V[i,j],V[k,l]]:=temp:
od;
od;
od;
od;
C11:=C(1,1):
C13:=C(1,2):
C66:=C(3,3):
209
Annexe A. Annexes a` la partie I
C16:=C(1,3):
C36:=C(2,3):
xi_1:=rho*Vp^2*(kappa^2*cos(alpha)^2+sin(alpha)^2):
xi_2:=-rho*Vp^2*(kappa^2-1)*2*cos(alpha)*sin(alpha):
xi_3:=rho*Vp^2*(kappa^2*sin(alpha)^2+cos(alpha)^2):
###########
# ondes P # (si vous venez de calculer l’onde S, faites le "restart")
###########
### de´composition du champ total
VecI := Vector([(X*cos(alpha)^2+Z*sin(alpha)^2)*kx+(X-Z)*cos(alpha)*sin(alpha)*kz, \\
(Z*cos(alpha)^2+X*sin(alpha)^2)*kz+(X-Z)*cos(alpha)*sin(alpha)*kx]):
Vec_i := Vector([VecI(1), VecI(2)]):
Vec_i := subs([kx = kx_i, kz = kz_i], Vec_i):
Vec_j := Vector([-VecI(2), VecI(1)]):
Vec_j := subs([kx = kx_j, kz = kz_j], Vec_j):
### e´quation sur le bord TTI
U := VecI+Aii*Vec_i+Aij*Vec_j:
dxU := kx*VecI+kx_i*Aii*Vec_i+kx_j*Aij*Vec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii*Vec_i+kz_j*Aij*Vec_j:
E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \\
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
B1 := kappa*cos(alpha)^2+sin(alpha)^2:
B2 := -(kappa-1)*cos(alpha)*sin(alpha):
B3:= sqrt(kappa^2*cos(alpha)^2+sin(alpha)^2):
B := Vector([B1^2/B3*Vp*U(1)+B1*B2/B3*Vp*U(2),B1*B2/B3*Vp*U(1)+B2^2/B3*Vp*U(2)+Vs*U(2)]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii, Aij}):
assign(%):
### force CLA VTI
U := VecI+Aii_VTI*Vec_i+Aij_VTI*Vec_j:
dxU := kx*VecI+kx_i*Aii_VTI*Vec_i+kx_j*Aij_VTI*Vec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii_VTI*Vec_i+kz_j*Aij_VTI*Vec_j:
E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \\
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
B := Vector([rho*kappa*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_VTI, Aij_VTI}):
assign(%):
### force CLA iso
U := VecI+Aii_iso*Vec_i+Aij_iso*Vec_j:
dxU := kx*VecI+kx_i*Aii_iso*Vec_i+kx_j*Aij_iso*Vec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii_iso*Vec_i+kz_j*Aij_iso*Vec_j:
E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \\
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
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B := Vector([rho*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_iso, Aij_iso}):
assign(%):
### rapport k/w
# kz devient ici le parame`tre d’observation
kz_i:=kz: kz_j:=kz:
kx1, kx2 := solve(kx^2*xi_1+kx*kz*xi_2+kz^2*xi_3 = 1, kx):
kx:=kx1:
kx_i:=kx2:
kx_j:=-sqrt(1/(Vs^2)-kz^2):
### figure
App := eval(Aii): Aps := eval(Aij):
App_VTI := eval(Aii_VTI): Aps_VTI := eval(Aij_VTI):
App_iso := eval(Aii_iso): Aps_iso := eval(Aij_iso):
kz1:=-2*sqrt(xi_1)/sqrt(4*xi_1*xi_3-xi_2^2): kz2:=2*sqrt(xi_1)/sqrt(4*xi_1*xi_3-xi_2^2):
plot([abs(App), abs(App_VTI), abs(App_iso)], kz=kz1-1e-6..kz2+1e-6, linestyle=[1, 3, 4]);
plot([abs(Aps), abs(Aps_VTI), abs(Aps_iso)], kz=kz1-1e-6..kz2+1e-6, linestyle=[1, 3, 4]);
###########
# ondes S # (si vous venez de calculer l’onde P, faites le "restart")
###########
### de´composition du champ total
VecI := Vector([-(Z*cos(alpha)^2+X*sin(alpha)^2)*kz-(X-Z)*cos(alpha)*sin(alpha)*kx, \\
(X*cos(alpha)^2+Z*sin(alpha)^2)*kx+(X-Z)*cos(alpha)*sin(alpha)*kz]):
Vec_i := Vector([VecI(1), VecI(2)]):
Vec_i := subs([kx = kx_i, kz = kz_i], Vec_i):
Vec_j := Vector([-VecI(2), VecI(1)]):
Vec_j := subs([kx = kx_j, kz = kz_j], Vec_j):
### e´quation sur le bord TTI
U := VecI+Aii*Vec_i+Aij*Vec_j:
dxU := kx*VecI+kx_i*Aii*Vec_i+kx_j*Aij*Vec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii*Vec_i+kz_j*Aij*Vec_j:
E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \\
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
B1 := kappa*cos(alpha)^2+sin(alpha)^2:
B2 := -(kappa-1)*cos(alpha)*sin(alpha):
B3:= sqrt(kappa^2*cos(alpha)^2+sin(alpha)^2):
B := Vector([B1^2/B3*Vp*U(1)+B1*B2/B3*Vp*U(2),B1*B2/B3*Vp*U(1)+B2^2/B3*Vp*U(2)+Vs*U(2)]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii, Aij}):
assign(%):
### force CLA VTI
U := VecI+Aii_VTI*Vec_i+Aij_VTI*Vec_j:
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dxU := kx*VecI+kx_i*Aii_VTI*Vec_i+kx_j*Aij_VTI*Vec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii_VTI*Vec_i+kz_j*Aij_VTI*Vec_j:
E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \\
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
B := Vector([rho*kappa*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_VTI, Aij_VTI}):
assign(%):
### force CLA iso
U := VecI+Aii_iso*Vec_i+Aij_iso*Vec_j:
dxU := kx*VecI+kx_i*Aii_iso*Vec_i+kx_j*Aij_iso*Vec_j:
dzU := kz*VecI+kz_i*Aii_iso*Vec_i+kz_j*Aij_iso*Vec_j:
E := Vector([C11*dxU(1)+C13*dzU(2)+C16*(dxU(2)+dzU(1)), \\
C16*dxU(1)+C36*dzU(2)+C66*(dxU(2)+dzU(1))]):
B := Vector([rho*Vp*U(1),rho*Vs*U(2)]):
solve({E(1) = B(1), E(2) = B(2)}, {Aii_iso, Aij_iso}):
assign(%):
### rapport k/w
kz:=sin(theta)/Vs:
kz_i:=kz:
kz_j:=kz:
kx1, kx2 := solve(kx^2*xi_1+kx*kz*xi_2+kz^2*xi_3 = 1, kx):
kx:=cos(theta)/Vs:
kx_i:=-cos(theta)/Vs:
kx_j:=kx2:
### figure
Ass := eval(Aii): Asp := eval(Aij):
Ass_VTI := eval(Aii_VTI): Asp_VTI := eval(Aij_VTI):
Ass_iso := eval(Aii_iso): Asp_iso := eval(Aij_iso):
plot([abs(Ass), abs(Ass_VTI), abs(Ass_iso)], theta=-Pi/2..Pi/2, linestyle = [1, 3, 4]);
plot([abs(Asp), abs(Asp_VTI), abs(Asp_iso)], theta=-Pi/2..Pi/2, linestyle = [1, 3, 4]);
####
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A.7 Code MapleTM pour les surfaces de lenteur
#################################
# Surfaces de lenteur en TTI 3D #
#################################
restart:
with(LinearAlgebra):
### parame`tres TTI
rho:=1:
Vp:=3000:
Vs:=1500:
epsilon:=0.25:
delta:=0.10:
gam:=0.20:
theta_TTI:=30*Pi/180:
phi_TTI:=15*Pi/180:
### tenseur VTI
Cvti:=Matrix(6,6):
Cvti[1,1]:=rho*Vp^2*(1+2*epsilon):
Cvti[2,2]:=Cvti[1,1]:
Cvti[3,3]:=rho*Vp^2:
Cvti[4,4]:=rho*Vs^2:
Cvti[5,5]:=Cvti[4,4]:
Cvti[6,6]:=rho*Vs^2*(1+2*gam):
Cvti[1,2]:=Cvti[1,1]-2*Cvti[6,6]:
Cvti[1,3]:=sqrt(rho^2*(Vp^2-Vs^2)^2+2*delta*Vp^2*rho^2*(Vp^2-Vs^2)) - rho*Vs^2:
Cvti[2,3]:=Cvti[1,3]:
### TTI par rotation du VTI
R := Matrix([
[cos(theta_TTI)*cos(phi_TTI),cos(theta_TTI)*sin(phi_TTI),-sin(theta_TTI)],
[-sin(phi_TTI),cos(phi_TTI),0],
[sin(theta_TTI)*cos(phi_TTI),sin(theta_TTI)*sin(phi_TTI),cos(theta_TTI)]]):
V := Matrix([[1,6,4],[6,2,5],[4,5,3]]):
for i from 1 to 6 do
for j from i to 6 do
Cvti[j,i]:=Cvti[i,j]:
od;
od;
C:=Matrix(6,6):
for i from 1 to 3 do
for j from 1 to 3 do
for k from 1 to 3 do
for l from 1 to 3 do
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temp:=0:
for p from 1 to 3 do
for q from 1 to 3 do
for r from 1 to 3 do
for s from 1 to 3 do
temp:=temp+R[p,i]*R[q,j]*R[r,k]*R[s,l]*Cvti[V[p,q],V[r,s]]:
od;
od;
od;
od;
C[V[i,j],V[k,l]]:=temp:
od;
od;
od;
od;
### e´quation de dispersion
A:=Matrix(3,3):
A[1,1]:=C[1,1]*x^2+C[6,6]*y^2+C[4,4]*z^2+2*C[1,6]*x*y+2*C[1,4]*x*z+2*C[4,6]*y*z:
A[1,2]:=(C[6,6]+C[1,2])*x*y+C[1,6]*x^2+(C[1,5]+C[4,6])*x*z \\
+C[2,6]*y^2+(C[5,6]+C[2,4])*y*z+C[4,5]*z^2:
A[1,3]:=(C[4,4]+C[1,3])*x*z+C[1,4]*x^2+(C[1,5]+C[4,6])*x*y \\
+C[5,6]*y^2+(C[3,6]+C[4,5])*y*z+C[3,4]*z^2:
A[2,1]:=A[1,2]:
A[3,1]:=A[1,3]:
A[2,2]:=C[6,6]*x^2+C[2,2]*y^2+C[5,5]*z^2+2*C[2,6]*x*y+2*C[5,6]*x*z+2*C[2,5]*y*z:
A[2,3]:=(C[5,5]+C[2,3])*y*z+C[4,6]*x^2+(C[5,6]+C[2,4])*x*y \\
+(C[3,6]+C[4,5])*x*z+C[2,5]*y^2+C[3,5]*z^2:
A[3,2]:=A[2,3]:
A[3,3]:=C[4,4]*x^2+C[5,5]*y^2+C[3,3]*z^2+2*C[4,5]*x*y+2*C[3,4]*x*z+2*C[3,5]*y*z:
eVal:=Eigenvalues(evalf(A)):
### surfaces de lenteur
slow_p:=subs(x=cos(theta)*sin(phi),y=sin(theta)*sin(phi),z=cos(phi),sqrt(rho/eVal[1])):
slow_s1:=subs(x=cos(theta)*sin(phi),y=sin(theta)*sin(phi),z=cos(phi),sqrt(rho/eVal[2])):
slow_s2:=subs(x=cos(theta)*sin(phi),y=sin(theta)*sin(phi),z=cos(phi),sqrt(rho/eVal[3])):
#plot3d(slow_p,theta=0..2*Pi,phi=0..Pi,coords=spherical,scaling=CONSTRAINED)
#plot3d(slow_s1,theta=0..2*Pi,phi=0..Pi,coords=spherical,scaling=CONSTRAINED)
#plot3d(slow_s2,theta=0..2*Pi,phi=0..Pi,coords=spherical,scaling=CONSTRAINED)
### coupes suivant les axes du repe`re carte´sien
slow_p_x:=eval(slow_p,phi=Pi/2):
slow_p_y:=eval(slow_p,theta=0):
slow_p_z:=eval(slow_p,theta=Pi/2):
slow_s1_x:=eval(slow_s1,phi=Pi/2):
slow_s1_y:=eval(slow_s1,theta=0):
slow_s1_z:=eval(slow_s1,theta=Pi/2):
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slow_s2_x:=eval(slow_s2,phi=Pi/2):
slow_s2_y:=eval(slow_s2,theta=0):
slow_s2_z:=eval(slow_s2,theta=Pi/2):
plot([slow_p_x,slow_s1_x,slow_s2_x],theta=0..2*Pi,coords=polar,scaling=CONSTRAINED);
plot([slow_p_y,slow_s1_y,slow_s2_y],phi=0..2*Pi,coords=polar,scaling=CONSTRAINED);
plot([slow_p_z,slow_s1_z,slow_s2_z],phi=0..2*Pi,coords=polar,scaling=CONSTRAINED);
####
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Contributions a` la mode´lisation mathe´matique et a` l’algorithmique paralle`le pour
l’optimisation d’un propagateur d’ondes e´lastiques en milieu anisotrope
Re´sume´ : La me´thode d’imagerie la plus re´pandue dans l’industrie pe´trolie`re est la RTM (Reverse
Time Migration) qui repose sur la simulation de la propagation des ondes dans le sous-sol. Nous nous
sommes concentre´s sur un propagateur d’ondes e´lastiques 3D en milieu anisotrope de type TTI (Til-
ted Transverse Isotropic). Nous avons directement travaille´ dans le code de recherche de Total DIVA
(Depth Imaging Velocity Analysis), base´ sur une discre´tisation par la me´thode de Galerkin Discontinue
et le sche´ma Leap-Frog, et de´veloppe´ pour le calcul paralle`le intensif – HPC (High Performance Com-
puting). Nous avons cible´ plus particulie`rement deux contributions possibles qui, si elles supposent
des compe´tences tre`s diffe´rentes, ont la meˆme finalite´ : re´duire les couˆts de calculs requis pour la
simulation. D’une part, les conditions aux limites classiques de type PML (Perfectly Matched Layers)
ne sont pas stables dans des milieux TTI. Nous avons propose´ de formuler une CLA (Conditions aux
Limites Absorbantes) stable dans des milieux anisotropes. La me´thode de construction repose sur les
proprie´te´s des courbes de lenteur, ce qui donne a` notre approche un caracte`re original. D’autre part,
le paralle´lisme initial, base´ sur une de´composition de domaine et des communications par passage de
messages a` l’aide de la bibliothe`que MPI, conduit a` un de´se´quilibrage de charge qui de´te´riore son
efficacite´ paralle`le. Nous avons corrige´ cela en remplac¸ant le paradigme paralle´lisme par l’utilisation
de la programmation a` base de taˆches sur support d’exe´cution.
Cette the`se a e´te´ re´alise´e dans le cadre de l’action de recherche DIP (Depth Imaging Partnership)
qui lie la compagnie pe´trolie`re Total et Inria.
Mots-cle´s : e´quation des ondes e´lastiques, anisotropie TTI (Tilted Transverse Isotropy), Condi-
tions aux Limites Absorbantes, programmation paralle`le a` base de taˆches, HPC (High-Performance
Computing)
Contributions to the mathematical modeling and to the parallel algorithmic for the
optimization of an elastic wave propagator in anisotropic media
Abstract: The most common method of Seismic Imaging is the RTM (Reverse Time Migration)
which depends on wave propagation simulations in the subsurface. We focused on a 3D elastic wave
propagator in anisotropic media, more precisely TTI (Tilted Transverse Isotropic). We directly wor-
ked in the Total code DIVA (Depth Imaging Velocity Analysis) which is based on a discretization by
the Discontinuous Galerkin method and the Leap-Frog scheme, and developed for intensive parallel
computing – HPC (High Performance Computing). We choose to especially target two contributions.
Although they required very different skills, they share the same goal: to reduce the computational cost
of the simulation. On one hand, classical boundary conditions like PML (Perfectly Matched Layers)
are unstable in TTI media. We have proposed a formulation of a stable ABC (Absorbing Boundary
Condition) in anisotropic media. The technique is based on slowness curve properties, giving to our
approach an original side. On the other hand, the initial parallelism, which is based on a domain de-
composition and communications by message passing through the MPI library, leads to load-imbalance
and so poor parallel efficiency. We have fixed this issue by replacing the paradigm for parallelism by
the use of task-based programming through runtime system.
This PhD thesis have been done in the framework of the research action DIP (Depth Imaging
Partnership) between the Total oil company and Inria.
Keywords: elastic wave equation, TTI (Tilted Transverse Isotropy) anisotropy, Absorbing Boundary
Conditions, task-based parallel programming, HPC (High-Performance Computing)
